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Préface 


A DÉMARCHE réductionniste de la physique est connue de tous ; pourtant, si l’ana- 

lyse de la matière en molécules, atomes, noyaux, etc., a eu bien des succès, elle est 

loin de répondre à elle seule aux questions que nous nous posons sur son comporte- 

ment. Imaginons qu’armés d’un ordinateur superpuissant, nous suivions l’évolution 

temporelle d’un grand nombre de molécules comme on le fait des planètes du système 

solaire ; comment déduirions-nous de ce calcul s’il s’agit d’un conducteur ou d’un 
isolant, d’un gaz ou d’un liquide, la température de fusion, etc ? 

Pour reconstruire la matière à partir de ses constituants il a fallu développer une 
autre approche, moins connue du grand public que la recherche de l’élémentaire, 
mais pourtant essentielle, qui est la physique statistique. C’est en 1872 que Ludwig 
Boltzmann à Vienne comprit que l’entropie, concept macroscopique, résultait de 
la distribution statistique des configurations moléculaires microscopiques. Moment 
historique où le lien entre la constitution et le comportement s’établissait. 

Étrange démarche en définitive, où l’on remplace un calcul détaillé par des pro- 
babilités ; les prédictions de la physique devenaient-elles aussi aléatoires que celles 
de la météorologie ? En fait c’est précisément le gigantisme du nombre de particules 
qui constituent le moindre grain de matière, qui vint ici à l’aide. Car, si le calcul des 
probabilités n’est que de peu de secours pour le joueur, il permet au propriétaire de 
casino d’opérer avec une probabilité de gain d’autant plus grande que le nombre de 
joueurs est plus élevé. Les fluctuations statistiques sont en pratique éliminées par 
ce nombre colossal auquel Jean Perrin, après l’avoir mesuré en 1909, donna le nom 
d’Avogadro. 

Les principes de cette physique sont simples et universels et les étudiants n’ont a 
priori aucune difficulté à les comprendre. Pourtant on constate invariablement à quel 
point leur mise en œuvre dans une situation concrète pose problème au débutant. Car 
il est bien vrai, ici peut-être encore plus qu'ailleurs, que la véritable compréhension, 
c’est la capacité de se servir des principes dans une situation déterminée. Rien n’est 
donc plus nécessaire que de fournir aux étudiants des problèmes de qualité qui leur 
permettront, face à eux-mêmes, de savoir s’ils maîtrisent réellement les concepts de 
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base. Ce nouveau livre de « problèmes » que nous proposent Hubert Krivine et Jacques 
Treiner, est en réalité un vrai cours de physique statistique, prolongement moderne du 
classique de R. Kubo, Statistical mechanics : « an advanced course with problems and 
solutions », qui date de 1965 et est plutôt destiné au niveau Master II. Cette comparaison 
avec le passé montre d’ailleurs à quel point la physique statistique d’aujourd’hui a 
envahi de nouveaux domaines de la science, bien au-delà de la matière condensée. 

Ce livre combine des exercices classiques indispensables bien sûr, et d’autres fort 
originaux qui feront réfléchir l’étudiant ; citons dans cette deuxième classe l’étude de 
l’élasticité de l'ADN telle qu’elle est aujourd’hui étudiée dans des laboratoires de pointe, 
l'introduction à la percolation avec un exemple simple de renormalisation, l’étude des 
résonances de neutrons dans les noyaux, l'étude (quantique) du mélange des isotopes 
3 et 4 de l’Hélium, l’étude de l’équilibre radiatif de la terre, ainsi que tout un chapitre 
fort bien venu sur l'énergie des étoiles. Des appendices mathématiques viennent au 
secours de ceux qui peinent avec la surface de la sphère à n dimensions ou le calcul des 
variations. 

Les auteurs ont donc apporté à ce livre toute la richesse issue de leur expérience de 
chercheur mais, forts de leur connaissance approfondie des difficultés que rencontrent 
les étudiants dans cette discipline, ils ont choisi d’écrire un traité de physique abordée 
par des problèmes. C’est là une attitude face à la science bien plus proche de la façon 
dont elle se fait dans les laboratoires : le chercheur confronté à une situation concrète 
se doit de trouver comment la modéliser et quels sont les outils à mettre en œuvre. Je 
suis donc certain que ce livre sera une introduction fort utile à l’apprentissage de la 
physique statistique et qu’il donnera à ceux qui le liront le goût d’en savoir plus. 


Edouard Brézin 
Professeur émérite, 
Mernbre de l’Institut (Académie des Sciences) 


Introduction 


D APPRENTISSAGE de la mécanique statistique, comme celui de la mécanique quan- 
tique, est déroutant : l'intuition héritée de l'expérience quotidienne et des 
connaissances de physique du lycée n’est pas bonne conseillère, elle doit être rééduquée. 
De même que le comportement quantique de la matière échappe à notre perception 
usuelle du monde, où ce comportement ne se manifeste pas directement, la mécanique 
statistique est celle de systèmes dont le nombre de constituants, de l’ordre du nombre 
d’Avogadro 6 x 10%, défie toute imagination. C’est une physique des (très) grands 
nombres. Elle a sa propre culture : il s’agit de l’acquérir. L'affaire devient encore plus 
complexe si à cette culture nouvelle on doit ajouter celle de la mécanique quantique. 
On peut parler sa langue maternelle — pas très bien — sans connaître la théorie : la 
grammaire. On s’habitue, c’est tout... En revanche, on ne peut pas faire de mécanique 
quantique ou de mécanique statistique sans théorie. Mais ceci ne signifie pas que 
son utilisation dans des situations physiques concrètes doive attendre que la théorie 
soit assimilée. Ce serait d’ailleurs tout simplement impossible. Plus encore que dans 
d’autres domaines, la pratique est une condition sine qua non de la compréhension. 
Ce livre, principalement adressé aux étudiants de troisième année de licence et 
en master de physique — mais aussi aux chercheurs qui voudraient rafraîchir leur 
mémoire — ne cherche pas à remplacer un cours de mécanique statistique. Mais il a 
l'ambition d’être un peu plus qu’un recueil d'exercices avec solutions. Il vise, à l’aide 
d’une progression de problèmes, à faire comprendre comment ça marche. Ces pro- 
blèmes sont longuement corrigés et commentés. La correction sera d’ailleurs d'autant 
plus détaillée que le problème sera simple. Les plus difficiles (indiqués comme tels), 
ne pouvant être abordés sans un minimum de connaissances, auront une correction 
complète, mais plus synthétique. Plusieurs solutions seront souvent proposées. Même 
s’il n’y a pas de mécanique statistique purement classique (Pindiscernabilité des par- 
ticules et le dénombrement des états sont essentiellement des notions quantiques), 
nous avons jugé plus clair de mettre en seconde partie seulement la mécanique statis- 
tique quantique, celle qui utilise explicitement les statistiques de Fermi-Dirac et de 
Bose-Einstein. 
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Au lieu de suivre l'itinéraire habituel qui considère les différents ensembles, micro- 
canonique, canonique et grand canonique, nous commencerons par des remarques 
sur les mathématiques des grands nombres et leurs aspects contre-intuitifs. Après 
des rappels de cours, nous proposons des exercices portant sur différents thèmes. 
Beaucoup sont classiques, issus du fonds de problèmes de différents enseignements. 
Nous insistons sur un des modèles-clef de la physique statistique, le modèle d’Ising, 
souvent peu considéré dans les cours de ce niveau ; il permet de faire comprendre la 
notion délicate de transition de phase et d’illustrer les développements en basse et 
haute températures. La percolation permet aussi d'illustrer la notion de transition 
de phase et d’introduire très simplement le concept de renormalisation. Quelques 
exercices lui sont consacrés. 

La partie quantique commence par l'étude des gaz parfaits de fermions et de bosons. 
Les effets de statistique fermionique ou bosonique fournissent déjà une variété de 
comportements indispensables à explorer, surtout lorsqu’on les couple aux contraintes 
apportées par la dimensionalité de l’espace dans lequel se déroulent les phénomènes. 
Ces idées sont illustrées à l’aide de données empiriques concernant divers systèmes 
physiques. 

On verra par exemple que la physique statistique permet de décrire de façon 
satisfaisante certaines propriétés des noyaux atomiques, qui contiennent pourtant 
moins de trois cents nucléons. 

Le comportement quantique de la matière ne se manifeste pas qu’à l'échelle de 
l’infiniment petit. La matière présente parfois des comportements quantiques macro- 
scopiques, comme par exemple la superfluidité de l’hélium liquide. En réalité, le fait 
que l’hélium demeure liquide jusqu’au zéro absolu est en lui-même un effet quantique 
macroscopique. Nous verrons comment certaines propriétés thermodynamiques de 
l’hélium liquide peuvent être décrites en considérant les excitations élémentaires de 
basse énergie comme des quasi-particules indépendantes. D’autres exemples sont pris 
en physique nucléaire. 

Les effets des interactions entre constituants sont abordés en considérant les 
condensats de Bose-Einstein d’atomes froids dans des pièges harmoniques. 

Le domaine privilégié dans lequel physique quantique, physique statistique, infini- 
ment petit et infiniment grand se rejoignent est certainement l’astrophysique stellaire. 
Une promenade parmi quelques aspects de cette physique (structures stellaires, nu- 
cléosynthèse) clôture cette dernière partie de l’ouvrage. 

Enfin, l’annexe rappelle, avec des démonstrations simples, quelques résultats 
mathématiques de base. 

Le lecteur pourra commencer directement les exercices et ne recourir aux rappels 
ou à l’appendice qu’en cas de nécessité. Comme les randonnées en montagne, mais 
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peut-être de façon plus subjective, les exercices ou les questions d’exercice seront 
annotés [PD] (peu difficile), [AD] (assez difficile), [D] (difficile) et [TD] (très 
difficile). Les faciles ne sont pas annotés. 


Ce livre, fruit d’un enseignement commun à l’Université Pierre et Marie Curie et 
à l’École Normale Supérieure de Cachan (PHYTEM), doit beaucoup aux étudiants 
qui l’ont expérimenté, tant il est vrai qu’on peut inverser le célèbre aphorisme If 
you can't learn, teach en Si tu veux apprendre, enseigne. Il doit également beaucoup à 
l'ambiance du Laboratoire de Physique Théorique et Modèles Statistiques d'Orsay, qui 
a toujours permis la socialisation de nos doutes et de nos interrogations. Nous avons 
particulièrement bénéficié des apports de Marc Mézard, Nicolas Pavloff, Olivier Martin, 
Patricio Leboeuf et Nicolas Sator. Merci à Alice Sinatra pour son aide concernant la 
condensation de Bose-Einstein d’atomes froids, à Roland Lehoucq pour sa lecture de 
la partie Le nez dans les étoiles, merci également à Amaury Mouchet pour la précision 
de ses corrections, à Jean-Louis Basdevant pour ses suggestions d’ordre pédagogique. 
Une pensée à Guy Mayer qui aura jadis initié l’un de nous (HK) aux beautés de la 
mécanique statistique. Enfin, Édouard Brézin a bien voulu rédiger la préface de ce 
livre : qu’il en soit remercié. 


Paris, le 16 mai 2008 
H. Krivine 
J. Treiner 


PS. : Françoise Gicquel, qui a affronté, avec beaucoup de résultat, l’épreuve de la 
relecture du manuscrit, n’a pas souhaitée être remerciée. Nous respectons ce souhait. 


Notations 


Le nombre d’Avogadro sera noté Na. C’est, par définition, le nombre d’atomes 


contenus dans 12g de l2C. 
Na = 6.02 x 10. 


On notera k, la constante de Boltzmann, mais on fera intervenir le plus souvent la 
constante des gaz parfaits R = Naky 


R=8.32JK 'mol”!. 


Selon l’usage on utilisera systématiquement 


1 
B= AT 
où T est la température. La longueur d’onde thermique est donnée par 
h 


P2mrkT 


où h est la constante de Planck. On utilisera souvent la constante réduite 
h _34 
h=— =1.054X 10" Js. 
27 


Sauf indication contraire, on notera Z la fonction de partition canonique, E 
l'énergie, F l’énergie libre, et M la magnétisation. Les petites lettres désigneront ces 
mêmes quantités par particule (ou par site). 

Les vecteurs sont généralement notés en caractère gras. 

Quand il n’y a pas d’ambiguïté les intégrales multiples sont notées simplement É ; 

La valeur moyenne (ou espérance mathématique) de la variable aléatoire X est 
notée X ou (X). 

On utilisera l'écriture internationale () pour le nombre de combinaisons de p 
objets parmi n, anciennement noté en France C£. 

Enfin la fonction de Heaviside qui vaut 0 pour x < 0 et 1 ailleurs est notée Y(x). 


Première partie 


Enoncés 


CHAPITRE | 


Mise en jambes 


VANT D'ABORDER les exercices illustrant les notions de base de la mécanique statis- 

tique, il nous a paru utile, dans ce chapitre de mise en jambes, de (re)familiariser 

le lecteur avec quelques propriétés non intuitives des très grands nombres et de rappeler 
le théorème de la limite centrale. 


1.1 Les grands nombres 


La mécanique statistique étudie essentiellement les « grands » systèmes, et Le plus 
souvent elle étudie ceux dont on peut négliger les effets de surface. Plus précisément 
on appellera « grand », un système à N constituants (molécules, sites, spins,..….) dont 
les effets de surface sont en N3, donc négligeables devant les effets de volume qui, à la 
limite thermodynamique (quand N — «), sont en N. Ceci implique non seulement 


N grand, pour que ue soit petit, mais aussi que les potentiels d'interaction soient 
de courte portée. Les potentiels de Coulomb (non écranté) et de Newton sont donc 
exclus. En ce sens, les systèmes de galaxies régis par l’interaction gravitationnelle ne 
sont pas des « grands » systèmes : ils ne sont pas extensifs, leur énergie potentielle varie 
plutôt en N(N-1)/2, nombre de paires de constituants en interaction. On en verra 
des exemples aux chapitres 3 et 12. Dans les « grands » systèmes, les grandeurs comme 
le volume V, l'énergie E, l'énergie libre F ou l’entropie S sont des grandeurs extensives : 
elles sont proportionnelles à N. 

La mécanique statistique considère souvent des nombres au-delà de toute repré- 
sentation : à titre d’exemple nous calculons ci-après le nombre de microétats d’un mg 
d’eau à 300K, en utilisant la formule de base de la mécanique statistique S = k,logZ,, 
où S est l’entropie du système et Z, le nombre de microétats. 


Exercice 1.1. [Nombre de microétats] Sachant qu'aux conditions normales, $, l’en- 
tropie de l’eau vaut 70 Jmol”!K-!, évaluer le nombre de microétats correspondant 
à 1 mg d’eau. 


Exercice 1.2. [Nombre de molécules] Évaluer le nombre N de molécules contenues 
dans quelques grammes de matière. Dire pourquoi log N est de l’ordre de la 
cinquantaine quelle que soit sa composition chimique. 
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1.1.1 Remarques sur le logarithme 


Quand un nombre N est gigantesque, il n’est évidemment pas équivalent à son double 
ou à son triple, mais son logarithme l’est. En effet 


— ]. 








log2N ts log2 
logN logN 


Si, par exemple, N = (10)10, ceci revient à écrire (en prenant les logarithmes à base 10 
pour simplifier) : 


log 2N = log2(10)!9 = fr + Le | 102 = og N. 


Mathématiquement, ceci signifie qu’on peut avoir logx - log y sans que x - y. 


Une remarque d’ordre pratique : prenons par exemple la fonction de partition 
microcanonique d’un gaz parfait 


1 


En Ven N One, 


Zu(N, VE) = 
où a3n est une constante. Il est très facile de prendre la dérivée de son logarithme par 
rapport à l’énergie, c’est simplement 


ÔlogZy _ 3N 
dE  2E 





On a utilisé le fait que log KE" = logK + nlogE, où K ne dépend pas de E. 


1.1.2 Formule de Stirling 


Elle est démontrée en appendice. Elle s'écrit : 
ji nl 
IN ——— 
n— 00 ne" \2rn 


Elle sera presque toujours appliquée en se limitant au terme dominant pour le 
logarithme 


= 1. 


logn! = nlog— = n(logn-1). 
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1.1.3 Théorème de la limite centrale 


Commençons par rappeler « la loi des grands nombres ». Elle peut s’énoncer ainsi : si 
N variables aléatoires X; indépendantes ont même valeur moyenne (espérance) X et 
même écart quadratique &?, alors la nouvelle variable aléatoire ! X = À X;X; a même 
valeur moyenne (espérance) et o$ = Le comme écart quadratique. Cet écart tend donc 
vers 0 avec 1/N. 

Le théorème de la limite centrale (TLC) va au-delà : il donne en plus (à la limite 
N — co) la loi de probabilité de X, et ce, quelle que soit celle des X;. Il affirme que 
X, variable continue, a une densité de distribution gaussienne. Cette gaussienne est 
évidemment centrée en X et a ce pour écart quadratique, soit : 


x-x)? 
1 Ép2 


P(X)= ——e "x. 


I 2 
27}, 


C’est un théorème asymptotique, c’est-à-dire d'autant mieux vérifié que N est grand 
(et aussi que X n’est trop loin de X). Quand N — «, % — 0, P(X) tend vers la 
distribution de Dirac 6(X—X) et X devient certainement égal à X. 


Attention : Le TLC ne s’applique que si les variables aléatoires X; sont indépendantes 
et ont une valeur moyenne et un © finis. Il ne s’appliquerait pas par exemple pour des 
distributions de Lorenz (de Cauchy pour les mathématiciens), qui ont une densité de 
babilité © —— 
Eee 7 x? + a2° 
Exercice 1.3. [Théorème de la Limite centrale] On considère un volume V. On 
suppose que les N molécules de gaz qui le remplissent ont la même probabilité 
d’être dans ses moitiés gauche et droite. Soit n le nombre de molécules dans la 
moitié droite. 


1. Calculer exactement la loi de probabilité de n. 


2. Montrer qu’on peut appliquer le théorème de la limite centrale (TLC). Que 
donne-t-il? [AD] Montrer que la formule de Stirling appliquée au résultat 
de la question 1 permet de retrouver dans ce cas particulier le TLC. 


!_X est la moyenne arithmétique, à ne pas confondre avec la moyenne probabiliste ou espérance mathéma- 
tique. Le théorème stipule que la première tend vers la seconde. 
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Exercice 1.4. [PD] [Dilution homéopathique] On considère un litre d’eau conte- 
nant n = 102? molécules d’un soluté ?. On mélange ce litre à 99 litres d’eau pure. 
On agite vigoureusement. Combien reste-il de molécules de soluté dans un litre 
extrait de ce mélange dilué ? On le dilue de la même façon une fois encore. Soit 
S2 cette nouvelle dilution. Plus généralement on appellera S, la solution * ainsi 
diluée r fois de suite à 1 %. Combien de molécules reste-t-il dans S;2 ? Et dans So ? 
Montrer pourquoi les probabilités doivent s’introduire. 


1.1.4 Volume et surface de l'hypersphère 


Les calculs sont indiqués dans l’appendice. Il est impossible de se faire une idée intuitive 
de la notion de volume dans un espace à N dimensions pour N grand. Par exemple, à 
R fixé, Vy — 0 quand N — © (Voir l’appendice mathématique). 


Exercice 1.5. [PD] [Hypersphère] Dessiner, dans l'intervalle [0,1], la fonction 
y=t" pour n=1,2,10 et 100. On considère une hypersphère de rayon R. Montrer 
que, si la sphère est remplie d’une matière de densité uniforme, l’essentiel de la 
masse se trouve à la surface dès que n est suffisamment grand. 


1.2 Le passage à la limite thermodynamique 


En général, en physique, le nombre de constituants N peut être très grand mais il n’est 
pas infini. On fait les calculs « à la limite thermodynamique » parce qu’ils permettent 
des formules analytiques, tout en donnant des résultats voisins et même infiniment 
voisins des calculs à N grands. Par exemple, la fonction 


N . 
gtaÿe » sin(2n + De 


— 2n+1 


est d'autant plus difficile à étudier que N est grand. Par contre il est facile de montrer 
qu’à la limite N — co, elle est égale à la fonction créneau discontinue qui est impaire, 
périodique de période 2x et qui vaut ? dans l'intervalle ]0,x[. 


Exercice 1.6. [Série de Fourier] Vérifier ce résultat. 


2? Ce qui correspond typiquement à quelques grammes de produit quel qu’il soit (cf. l’Ex. 1.2). 
3 C’est une dilution que les homéopathes appellent CHr. 
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Remarque : La fonction Sx(x) est continue et même dérivable pour tout N. Mais sa 
limite thermodynamique ne l’est pas. C’est un « accident » mathématique de ce type 
qui rend compte des discontinuités des grandeurs physiques (densité, magnétisation 
etc.) advenant lors des transitions de phase. 


1.2.1 Un exemple de passage à la limite : le filtre passe-bas 


Cet exercice n’est pas à proprement parler un exercice de mécanique statistique, mais 
il concerne le passage à la limite thermodynamique : on analyse l’impédance z,(r) 
d’un circuit électrique « en échelle » comportant n cellules identiques dépendant d’une 
résistance ohmique r, lorsque n — co. On montrera que, à la limite où r — 0, le circuit 
présente tout de même une partie dissipative, alors que si l’on prend d'emblée r = 0, 
cette partie dissipative n’est évidemment pas présente. Autrement dit, 

lim limz,(r) # lim lim z,(r). 

h—00 r—0 r—0 n—00 
Le parallèle avec la magnétisation m,(T) du modèle d’Ising est frappant. Son intérêt 
est de montrer, avec des moyens élémentaires, comment un traitement mathématique 
convenable permet de résoudre un paradoxe physique. Dans le cas du modèle de Ising, 
il ne devrait pas y avoir d’aimantation spontanée à champ magnétique extérieur nul; 
ici, il ne devrait pas avoir y de partie dissipative dans l’impédance d’un circuit composé 
uniquement d’impédances imaginaires pures. 


Exercice 1.7. [AD] [Circuit en échelle] 


1. On considère le circuit électrique de la Fig. 1.1. Il est composé de n cellules 
identiques. Soit z, l’impédance de la nème cellule. Montrer que 


(1.1) 








FiGure 1.1. Circuit composé de n sections. 


Calculer z°, le point fixe de la suite (1.1). 
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2. On particularise d’abord le circuit précédent comme indiqué sur la Fig. 1.2. 
Montrer qu’il existe une fréquence w. (fréquence de coupure) telle que si 
w < w,, le point fixe a une partie réelle non nulle. Montrer pourquoi alors le 
point fixe ne saurait être limite de la suite, et ce aussi bien du point de vue 
mathématique que physique. 





FIGURE 1.2. Circuit composé de selfs et de capacités pures. 


Pourtant Feynman “ affirme qu’on doit bien considérer z* comme limite de 
la suite pour toutes les valeurs de w. Nous allons montrer dans la suite du 
problème comment on peut justifier une telle proposition. 

3. [D] En fait, il n'existe pas de capacité ou de self « pures », et un circuit 
élémentaire plus réaliste pourrait être représenté par la Fig. 1.3, avec r & ro. 


L r 


1 


a 
le 


Fiqure 1.3. Circuit élémentaire composé d’impédances imparfaites. 


Calculer le point fixe z*(r) du nouveau circuit en échelle. Montrer, par un 
calcul au premier ordre en r, que ce point fixe est stable pour tout w < w, et 
pour tout r # 0. Faire tendre r vers 0 et commenter le résultat obtenu. 


4. Dessiner les fonctions R[z*(w)], pour diverses valeurs de r, où À signifie 
partie réelle. 


1.3 Les différents ensembles 


Nous en considérerons essentiellement trois, avec volume V fixé : 


# RP. Feynman, The Feynman Lectures on Physics (Addison-Wesley, Reading, MA, 1964), Vol. II, p. 22-12. 
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1. Le microcanonique où le nombre de particules N et l'énergie E sont fixés *. 
2. Le canonique où le nombre de particules et la température T sont fixés. 


3. Le grand-canonique où le potentiel chimique y et la température sont fixés. 


1.3.1 Espace de phase et comptage des microétats 


Au cœur de la physique statistique de l’équilibre se trouve l’idée qu’un état macro- 
scopique peut être réalisé par une multitude d’états microscopiques. L'hypothèse 
ergodique, que nous ne discuterons pas ici, ajoute que, pour un système isolé à l’équi- 
libre, ces états sont équiprobables. Dès lors, la physique statistique relève de la théorie 
des probabilités, avec, pour les systèmes à énergie fixée, une loi de probabilité des états 
microscopiques la plus simple qui soit, la densité uniforme. 

La nature des états microscopiques dépend de la dynamique sous-jacente. Cette 
dynamique est en général représentée par une équation d’évolution (équations de 
Hamilton dans le cas classique, de Schrôdinger dans le cas quantique) qui permet en 
principe, à partir d’un état initial, de calculer l’état du système aux instants ultérieurs. 

En mécanique classique, un état microscopique est défini par la donnée des 
positions et vitesses de chaque constituant du système (voir le rappel de mécanique 
analytique dans l’appendice). 

En mécanique quantique, un état est défini par la donnée de sa fonction d’onde. 
Une base privilégiée de l’espace de Hilbert est celle des états propres de l’hamiltonien 
du système (états stationnaires). | 

Dans certains cas (gaz parfait), les interactions sont négligeables, l’hamiltonien 
global se décompose en une somme d’hamiltoniens à une particule. En mécanique 
classique les particules sont alors décorrélées. En mécanique quantique, même en 
l'absence d’interaction, les corrélations entre particules imposées par la statistique 
fermionique ou bosonique des constituants est toujours à l'oeuvre. Le cas général, 
comme par exemple les liquides quantiques en interaction et à température finie, sort 
du cadre de cet ouvrage. Mais on dispose d’outils relativement puissants pour certains 
systèmes en interaction, comme les systèmes de spins qui ont des hamiltoniens très 
simples. Dans ce cas, c’est la réduction du nombre de degrés de liberté aux seules 
variables de spin qui permet ce traitement. Par exemple, le nombre de configurations 
d’un réseau de N spins o = +1 est égal à 2N. 

Quelles questions cherche-t-on à résoudre ? 


En fait, l’énergie sera généralement comprise dans un intervalle [E,E + dE] et on verra qu’à la limite 
thermodynamique, la valeur de dE, pourvu qu’elle soit « raisonnable », est sans importance. 
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On peut s'interroger par exemple sur l’homogénéité d’un système. Est-il constitué 
d’une seule phase, ou de plusieurs phases en équilibre ? Dans quelles conditions ont 
lieu les transitions de phase ? S’il est homogène, on s’interrogera sur son équation 
d'état, c’est-à-dire sur la relation existant entre les variables d’état macroscopiques 
(PV = NRT est l’exemple le plus simple d’une telle équation d'état). 

De façon générale, le calcul des états macroscopiques s’effectue par moyenne proba- 
biliste sur les états microscopiques. La densité de probabilité des états microscopiques 
dépend des contraintes globales que l’on exerce sur le système. Comme on l’a précisé 


plus haut, ces contraintes diffèrent suivant l’ensemble considéré. 


I. Dans l’ensemble microcanonique, l'hypothèse d’équiprobabilité des microétats 
revient à leur dénombrement. 

Dans le cas discret, cela ne pose pas de problème conceptuel, même si le comptage 
explicite peut se révéler difficile à faire. 

Dans le cas continu, qui est celui de la mécanique classique, l’hypothèse de la 
densité uniforme revient à écrire comme densité de probabilité normalisée de ces 


microétats 
dp dq 


p(p;q) dp dq = 
na paq 


où {p,q} est un vecteur appartenant à l’espace de phase à 6N dimensions (voir 
l’appendice). Mais comme nous savons que la mécanique quantique, via les inégalités 
de Heisenberg, impose une limite inférieure au produit dp dq, il est naturel de paver 
l’espace de phase d’hypervolumes élémentaires unité H°N, où h désigne la constante de 
Planck 6. Par exemple pour une particule se mouvant dans un espace à une dimension, 
le volume élémentaire est une surface d’aire h. Le nombre de microétats classiques est 
égal au nombre de telles surfaces incluses dans la surface totale de l’espace de phase 
accessible à la particule. Il s'écrit donc: 


É h (p,4)e(E,E+dE) dp dq 
RE EE et 


Zu S’appelle la fonction de partition microcanonique du système. 


Ce nombre de microétats classiques est bien sûr inversement proportionnel à h, mais comme on l’a vu 
dans la partie « Mise en jambes », si ce nombre est gigantesque (ce qui sera pratiquement toujours le 
cas), le choix de h, pourvu qu’il soit « raisonnablement » petit devant les actions en jeu dans le problème 
considéré, est sans importance dès lors qu’on s'intéresse à son logarithme (cf. les Ex. 1.11 et 1.12). 
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Montrons sur un exemple simple comment on la calcule. Pour une particule à une 
dimension soumise à un potentiel V(g) on a 


H(p,q)= — + V(a). 


Pour illustrer le CORRE des microétats, prenons l'exemple de l’oscillateur har- 
monique (OH) où V(q) = Lma 2q?. Il faut donc calculer 


1 
Zu = dp dq. 
h Je svet&E+de) 


2m 


Le domaine d’intégration représente la surface de la « peau de l’ellipse » 


p° le, 33 

ne ie 12 
2mE 2500 1 EC Ve 
d'épaisseur proportionnelle à dE. 


Du point de vue pratique, on calcule plutôt 


D= L dp dq 
h Je ivoes 


qui est, dans le cas de l’'OH par exemple, l’aire de l’ellipse (voir Éq. 1.2). Puis on 
différencie par rapport à E. On trouve alors, dans cet exemple (cf. Ex. 1.11 et 1.12) : 
dE 


Zi = d®D = —. 
ke how 


À 34, pour une particule, on a: 


l 
=> dp da. 
h° Je 4 v(qe(E,E+dE) 


2m 
Enfin pour N particules dans un espace à 3d: 


1 1 
Z = Je dpda. (13) 
FONURN Jp ey(qet£,E+48) 


L'apparition du N! est lié à l’indiscernabilité éventuelle des particules. Il n’a pas lieu 
d'être dans un cristal où les sites sont discernables. Le V(q) dans l’Éq. 1.3 a généralement 
la forme X;;v(lri—r;l). L'intégrale est à 6N dimensions. 
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Remarque importante : Le calcul de Z, par l’Éq. 1.3 représente le volume d’une peau 
d’hypersurface (hyperellipsoïde dans le cas de l’oscillateur harmonique). Ce volume 
est bien entendu proportionnel à dE. Mais on a vu (cf. la remarque sur le logarithme 
des grands nombres) que pour N — c, le logarithme de cette quantité était équivalent 
au logarithme de tout le volume, et ce, quel que soit dE « raisonnable ». En pratique 


donc, on calculera 
1 1 
D=—— dp da, 
N! on ee Fe 


2m 


qui est plus facile à obtenir. 


On définit la densité d’états 
(E) = 0® 
DE dnerT 


Elle a les dimensions de [E]"! et on peut écrire ZutE) = g(E)dE. À la limite thermody- 
namique, on prendra indifféremment le logarithme de Z,, de ® ou de g(E). 


Exercice 1.8. [Espace de phases I] 


1. Soit une particule ponctuelle classique de masse m qui se déplace librement 
dans une « boîte » à une dimension de longueur L, en rebondissant élas- 
tiquement à chaque extrémité. Quelle est sa trajectoire dans l’espace des 
phases ? 


2. Même question pour un objet de masse m soumis au champ de pesanteur 
uniforme g lâché sans vitesse initiale d’une hauteur h et qui rebondit élasti- 
quement sur le sol. 


3. Même question pour un oscillateur harmonique (classique) à une dimension 
(de masse m). 


Exercice 1.9. [PD] [Espace de phases II] Pourquoi deux trajectoires dans l’espace 
des phases ne peuvent-elles pas se couper ? 


Exercice 1.10. [Période de la trajectoire] Supposons que dans un espace de phases 
à deux dimensions la trajectoire correspondant à une énergie E soit une courbe 
fermée simple. 


1. [AD] Montrer que le mouvement est périodique. Soit  l’aire de cette courbe 
de phase fermée. Montrer que la période du mouvement sur cette courbe 


est : 
dA 


TEE 
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2. [TD] Montrer que si le potentiel V(x) est un polynôme du quatrième degré 
avec deux minima asymétriques, les périodes associées à chaque minimum 
sont égales ?. 


Exercice 1.11. [OH quantique et classique à 14] Calculer le nombre de microétats 
d’énergie inférieure à E dans les cas classique et quantique. 


Exercice 1.12. [Particule libre quantique et classique dans une boîte à 14] Mêmes 
questions que l’Ex. 1.11. 


On peut généraliser les résultats précédents. La densité de niveaux peut s’écrire 


g(E)= Ÿ 6(E-E,), 


où E, sont les niveaux d’énergie du système. Montrons qu’à l’approximation classique, 
on peut évaluer cette somme sans connaître explicitement les niveaux d’énergie, avec 
la seule connaissance du potentiel V(q). 


Exercice 1.13. [PD] [Formule de Weyl] Dans l’espace à d dimensions, on se donne 
une particule soumise à l’hamiltonien classique 


p° 


2m + V(a). 


H(p,q) = 
1. Écrire sa densité de niveaux comme transformée de Laplace inverse de sa 
fonction de partition canonique. 


2. Après intégration par rapport à p, écrire g(E) comme une intégrale sur q. 


3. Faire successivement d = 1,2,3, puis examiner le cas du billard pour lequel 
V(q) = 0 dans un domaine borné et infini ailleurs. 


IL. Dans l’ensemble canonique, l'énergie n’est fixée qu’en moyenne par la température 
du bain thermique avec lequel le système est en contact. On montre alors que la densité 
de probabilité des microétats n’est plus uniforme. Elle est proportionnelle au facteur 
de Boltzmann qui, dans le cas classique, s'écrit e F(P), La probabilité de trouver un 
microétat déterminé {p,q} dans un domaine d’extension {dp, dq} s’écrit : 


RS RE 
p(p;q) dpdq = > ne BH(P.4) 4p dq, 


7° Cette question suppose la maîtrise de l'intégration dans le plan complexe. 
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où le facteur de normalisation 





1 
Pa | PHP) Gp dq (1.4) 


est la fonction de partition canonique du système. 


Attention : Dans l'intégrale 1.4, on peut intégrer sur {p,q} par tranche d’énergie 
dans la bande E, E + dE. Comme g(E) est le nombre de microétats correspondant 
(c’est aussi ce qu’on appelle la dégénérescence du niveau d’énergie E), on a aussi 


bien 
2= L g(E) ePÊdE. 


De la même façon pour le cas discret, par exemple un système de spins, on pourra 


écrire 
Z= >. eBH(o) d'epert, 
T n 


où les E, sont les énergies indicées par n. La première somme porte sur les états de 
spin, la seconde sur les énergies. 

La fonction de partition canonique est donc la transformée de Laplace de la 
densité d'états. 





III. Dans l’ensemble grand canonique, le système échange non seulement de l’énergie 
avec le bain (comme dans l’ensemble canonique) mais également des particules. En 
mécanique classique, la densité normalisée de microétats s'écrit 





Re 
ie BIHN(p@-uN] 
PAT NNI 


où la grande fonction de partition a pour expression 


1 : 
Zgc = > NN AN fe BHx(p,4) Jp dq. (1.5) 
N 





Dans ces formules, 4 est le potentiel chimique du bain (il est déterminé par la 
conservation en moyenne du nombre de particules N) et Hn est l’hamiltonien du 
système de N particules. 


CHAPITRE 2 


Distribution des vitesses 


A DISTRIBUTION des vitesses des molécules d’un fluide est une quantité fonda- 

mentale. On peut l’établir simplement à partir des principes de la mécanique 

statistique (Ex. 2.3 et 2.4). Maxwell, par un raisonnement général sur les invariances, 
avait proposé une dérivation plus simple encore, mais elle était mal fondée. 


2.1 Par un raisonnement général 


Exercice 2.1. [AD] [Démonstration de Maxwell, 1860.] On considère un fluide à 
l'équilibre. Soit P(u, v,w) du dv dw la probabilité que l'extrémité du vecteur vitesse 
d’une molécule (supposée ponctuelle) soit dans le domaine (u,u + du), (v,v + 
dv),(w,w + dw). On suppose les variables aléatoires u, v et w indépendantes. 
Montrer qu'on peut ainsi déterminer la forme de P(u,v,w) à l’aide des seules 
considérations de symétries et d’isotropie de l’espace. 


Indication. On montrera que P(u,v,w) peut aussi bien s’écrire comme fonction 
f{u? + v2+w?), que comme produit F(u)F(v)F(w). 
On montrera ensuite que seule l’exponentielle satisfait une équation de type 


__ g(x)g(y) 
gx+y)= TE 


Remarque : Le raisonnement précédent est dû à Maxwell. Il n’est néanmoins pas 
convaincant (comme Maxwell le reconnaîtra en 1867). Voyez-vous quelle hypothèse 
du modèle peut être mise en cause ? 


Exercice 2.2. [PD] [Maxwellienne I.] Montrer, en s’aidant de l’Ex. 2.1, que la 
probabilité pour que le module de la vitesse c d’une molécule de fluide soit compris 
entre cet c+dc est: 


W(c) dc = bee dc, 


# 
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où b est une constante. Calculer co, ci et c2 respectivement la valeur la plus probable 
de c, sa valeur moyenne, puis sa valeur quadratique moyenne. Dessiner W(c). C’est 
une « maxWellienne ». 


2.2 Dans l'ensemble microcanonique 


Il est assez extraordinaire qu'avec une hypothèse aussi simple : l’équiprobabilité des 
microétats (compatibles avec la conservation de l’énergie), on retrouve, à la limite 
thermodynamique, la loi de Maxwell de distribution des vitesses. C’est le but de 
l'exercice suivant. 


Exercice 2.3. [Maxwellienne IL.] On considère un gaz parfait dans l’ensemble 
microcanonique. Montrer que : 


1. quand N — c,E= 2NKT, 


2. [AD] à cette même limite, la distribution des vitesses tend vers la distribution 
de Maxwell. 


2.3 Dans l'ensemble canonique 


Les calculs sont infiniment plus simples dans l’ensemble canonique, à cause de la 
propriété de factorisation de la fonction de partition (quand le système est constitué 
de sous-systèmes indépendants) 


Exercice 2.4. [Maxwellienne III.] Mêmes questions qu’à l'exercice précédent, mais 
dans l’ensemble canonique. 


Exercice 2.5. [PD] [Vitesse relative.] On considère deux particules indépendantes 
respectivement de masse m1 et m, ayant une distribution maxwellienne des vi- 
tesses pour une même température. Montrer que la particule relative de coordon- 
nées r—r, a encore une distribution maxwellienne de sa vitesse pour une masse 


2 2 1. D mm 
m appelée masse réduite m= e. 


CHAPITRE 3 


Surprises microcanoniques 


ANS LES COURS ÉLÉMENTAIRES, On définit souvent la température (absolue) 
D comme une grandeur essentiellement positive. Du point de vue microscopique, 
ceci est doublement justifié car : 

— la température, dans les fluides, est proportionnelle à l’énergie cinétique 
moyenne des molécules, 

— dans l’ensemble microcanonique, la température n’est pas fixée, comme dans 
l’ensemble canonique, par un bain extérieur ; elle est définie par 


1 65 
== —; 3.1 
T 40E CD 
et comme dans l'immense majorité des cas, la fonction S(E) est croissante, les 


températures sont positives. 
; ÔE _ : 
De la même façon, la chaleur spécifique c, = ST est positive : lorsqu'on apporte une 


énergie (dE > 0) au système, on s'attend à ce que sa température augmente (4T > 0). 
Ceci est encore justifié microscopiquement par le fait qu’on peut montrer que, dans 
l'ensemble canonique, c, est proportionnelle à l'écart quadratique moyen (E?)-(E)?, 
donc nécessairement positive. 

Toutes ces considérations tombent en défaut si l’entropie n’est pas fonction crois- 
sante de l’énergie ou dès que les ensembles cessent d’être équivalents (cas des « petits » 
systèmes, ce qui inclut les systèmes gravitationnels). C’est l’objet des deux exercices 
suivants. 


3.1 Températures négatives 


Dans certains systèmes à énergie bornée, l’entropie n’est pas toujours fonction crois- 
sante de l’énergie : cela donne naissance à des températures négatives. Elles ont été 
observées au début des années 1950 dans un cristal de fluorure de lithium. Dans ce 
système, le temps de relaxation pour l'interaction mutuelle entre les spins nucléaires 
(t1 — 10 s) est très court devant le temps de relaxation pour l’interaction entre les 
spins et le réseau (# - 5 mn). On peut donc rapidement arriver (sur une échelle ;) 
à un équilibre thermodynamique du système de spins dont le spectre en énergie est 
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borné, avant que ce système ne se thermalise avec les vibrations du réseau (le bain). 
L'expérience consiste alors à placer le cristal dans un champ magnétique et à très 
brutalement inverser ce champ. On est alors, pendant un temps de l’ordre de #:, dans 
un état de température négative. 


Exercice 3.1. [PD] [Spins indépendants.] On considère un réseau de N spins o'; 
qu’on peut imaginer comme des moments magnétiques qui, en unités convenables, 
ne peuvent valoir que +1 ou -1. On suppose qu’ils sont indépendants et tous 
plongés dans un champ magnétique uniforme B. On écrit l'énergie totale du 
système 


Calculer la fonction de partition microcanonique Z, de ce système, puis, à l’aide de 
la formule de Stirling, son entropie et sa température. Montrer que cette dernière 
peut être négative. 


Remarque importante. Cet exemple illustre bien que la notion de température d’un 
système peut être ambigüe. Il faut préciser quels degrés de liberté sont concernés et 
quelle est l’échelle de temps considérée. Ici, il y a la température de spins (qui peut être 
négative) et celle du réseau. Spins et réseau peuvent être chacun à l’équilibre sans que, 
pendant un certain temps, le système soit globalement thermalisé. Par exemple, une 
tasse de café à 60° C dans une pièce à 20° C peut être considérée comme à l’équilibre 
pendant quelques minutes. 


3.2 Chaleurs spécifiques négatives 


On sait que, pour les « grands » systèmes, tous les ensembles (microcanonique, cano- 
nique, grand-canonique...) sont équivalents. Il est intéressant de voir comment se 
comporte un petit système, régi par des forces de courte portée, en fonction de sa taille ; 
ici on va étudier la chaleur spécifique d’un fluide de Lennard-Jones à N particules. 
Dans l’ensemble canonique, on sait qu’elle est proportionnelle aux fluctuations de 
l'énergie, donc nécessairement positive. Nous allons montrer que dans l’ensemble 
microcanonique et pour de « petits » systèmes, elle peut être négative |. 


Les noyaux atomiques sont typiquement constitués d’une centaine de nucléons en interaction avec une 
force de courte portée. On sait par ailleurs fabriquer des agrégats atomiques d’une centaine d’atomes de 
sodium, par exemple. Expérimentalement, cette chaleur spécifique négative a été observée. Il faut souligner 
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On suppose E, V et N fixés. L'exercice suivant démontre que si l’entropie mi- 
crocanonique comme fonction de E, N, V est extensive ? (« grand » système), elle est 
nécessairement concave ?. Si pour un « grand » système, un calcul (par exemple fait 
à l’approximation du champ moyen) donnait une entropie convexe dans un certain 
domaine, il y aurait contradiction (question 3 de l’Ex. 3.2). La question 4 indique un 
moyen de lever cette contradiction. 


Exercice 3.2. [D] [Construction de Maxwell.] On va raisonner par l’absurde. 
Supposons que S(E), fonction croissante de E, ait une partie convexe (voir la 
Fig. 3.1). Appelons E; et E) les abscisses des deux points où S change de concavité. 
Appelons E, et E, les abscisses des points de contact de la droite bitangente à la 
courbe S(E). 


1. Dessiner sur le même graphe les courbes S(E), T(E) et c,(E). 
2. Montrer qu'entre E; et E on a c,(E) < 0. 

3. Montrer qu’un tel système ne peut pas être extensif. 

4. 


Montrer qu’en donnant à S(E) les valeurs prises sur la bitangente entre E, et 
E; (construction de Maxwell), on retrouve l’extensivité. 


3.3 Calculs dans l'ensemble microcanonique 


Les calculs qui suivent sont inspirés d’un article de la revue Physical Review“. Ils 
établissent les relations entre T, E et c, dans un système fini. Ils montrent en par- 
ticulier de façon explicite comment on retrouve les résultats canoniques à la limite 
thermodynamique. 


que, dans le premier cas surtout, température et énergie sont loin d’être des données expérimentales, 
mais résultent de modèles. L'interprétation des résultats est donc délicate. On pourra consulter le livre de 
Dieter H.E. Gross Microcanonical Thermodynamics, World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd. 


Ce qui veut dire que 
SUE, AV, AN) = AS(E, V,N). 


Une fonction f(x) est concave sur un intervalle I si, quels que soient le nombre > 0 et les points x et x 
del,ona 

fx + (1-2)x) > Af(xi) + (1-2)f (0). 
Géométriquement ceci signifie que la courbe est au-dessus de toute sécante. Si elle est dérivable, la 
concavité signifie que f(x) < 0. Typiquement la parabole y = ax? est concave si a < 0, convexe sinon. 
“Laplace-transform technique for deriving thermodynamic equations from the classical microcanonical 
ensemble” by Eric M. Pearson, Timur Halicioglu, and William A. Tiller, Phys. Rev. A32 (1985) 3030. 
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E 








FiGure 3.1. Dessin schématique de la fonction S(E). 


On note la fonction de partition microcanonique classique d’un fluide 


ZatE,N,V)= . EN ar [ dadpot- H), (3.2) 


où, comme d’habitude, dq = dxidx2-::dx3n, dp = dpidp2::-dp3n et 6(E—H) est la 
distribution de Dirac qui assure la conservation de l’énergie ; on écrit 


H(p,q) = — + V(q) avec p? = y et V(q)= D V{rsr)). 


i=1 i<j 
On note également 


1 
= FN r J dpaq Y(E-H)= _ FN CL (3.3) 


la somme cumulée du nombre de microétats d'énergie H(p,q) < E. Dans l’Éq. 3.3, 
Y(x) est la fonction de Heaviside, nulle pour x < 0 et valant 1 ailleurs. On a 


®D,(E,N,V)= 


09, (E, V,N) 
= ———., 4 
G 0E ce 
puisque Ÿ’ =6. 
Exercice 3.3. [D] 


1. Intégrer, en utilisant l’appendice (volume de l’hypersphère), l’Éq. 3.3 par 
rapport à p. En déduire une expression de Z,(E, N, V). 
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2. Soit À une fonction qui ne dépend que de q; par définition on a 


1 1 1 
A)=——— | dqdp A(q)ô(E-H), 3.5 
A2 np J dadpA@aE-H) G5) 
Montrer, comme pour la question 1, qu’on peut intégrer dans l’expression 
(3.5) par rapport à p. 
3. En observant que dans l’ensemble microcanonique l’énergie cinétique K = 
E-V(q) peut s’écrire comme fonction de q seul, calculer (K), puis plus géné- 
ralement (K”}) où ! peut être positif ou négatif (sous réserve de convergence). 


4, Relier (K”l} et la lème dérivée partielle de Z, par rapport à E. Faire /= 1 eten 


déduire que 
1 1! 


1 2 2 
(K AE (3.6) 


5. Montrer comment apparaît le théorème d’équipartition de l’énergie à la 
limite thermodynamique. On développera l'identité K!={[({(K)+K-(K)] ! 
par rapport au petit paramètre K —(K). 

6. Établir une relation entre c, et (K-!) et (K”2). Pour ce faire on pourra dériver 
par rapport à T la relation 


1-1 0% 
KT Zu EE 


Déduire la possibilité d’avoir c, < 0. 


CHAPITRE 4 


L’oscillateur harmonique 


JIMPORTANCE de l’oscillateur harmonique (OH) tient à ce qu’il donne la réponse 

de tout système faiblement excité à partir de son état d’équilibre stable. C’est ce 

qu’on appelle une description à l’approximation harmonique. De plus il a l’avantage 
de permettre souvent des calculs analytiques. 

En mécanique classique, l’énergie est une fonction continue de p et q qui s’écrit, à 


une dimension 
2 


H = =— +-mo’q. 
2m 21 


En mécanique quantique, la solution de l'équation de Schrôdinger correspondante 
conduit à des énergies de la forme 


1 
E, = fiw(n+ 5) 


où ñ est un entier > 0. 


4.1 Calculs classiques 


Exercice 4.1. [OH classique.] On considère d’abord un oscillateur harmonique à 
une dimension. 


1. Calculer dans l’ensemble microcanonique, le nombre de microétats d’énergie 
inférieure à E. Calculer ensuite sa fonction de partition canonique. 


2. [PD] On considère maintenant un système composé de N oscillateurs har- 
moniques classiques indépendants et discernables. Calculer ses fonctions de 
partition microcanonique et canonique. 


4.2 Calculs quantiques 


On considère maintenant le problème quantique. 
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Exercice 4.2. [AD] [OH quantique.] Répondre aux questions de l’Ex. 4.1. On 
donne le résultat suivant : le nombre de manières de décomposer un entier donné 
M comme somme de N entiers positifs ou nuls ! est PM, 


On s’intéressera aux diverses limites N — 00, 8 — 0. 


Le calcul de la fonction de partition canonique Z de N oscillateurs, à cause de la 
factorisation, était rapide ; celui de la fonction de partition microcanonique a nécessité 
une astuce. Le problème suivant permet d’éviter l’astuce en calculant la fonction de 
partition microcanonique comme transformée de Laplace inverse de Z. 


Exercice 4.3. [D] [Laplace inverse.] En définissant correctement le contour d’inté- 
gration dans le plan complexe, calculer la transformée de Laplace inverse de Z. 


Le théorème d’équipartition de l'énergie justifie aisément la loi de Dulong et Petit 
qui stipule que la chaleur spécifique des solides vaut 3k,N. Elle suppose un hamiltonien 
classique, somme d’une partie cinétique et potentielle harmonique. Notons que ce 
résultat reste vrai quelles que soient les fréquences d’oscillation des atomes. Mais 
l'expérience prouve qu’à basse température, C, — 0. Dans un article fameux de 
1907, À. Einstein, va proposer un modèle non classique où tous les N atomes vibrent 
harmoniquement avec une énergie par atome donnée par ? 


1 
En = Shw(n+=), (4.1) 


où le 3 tient à la dimension de l’espace. 


Exercice 4.4. [Modèle d’Einstein] Calculer, avec le modèle d’Einstein, la chaleur 
spécifique par atome déduite de l’Éq. 4.1. Comparer au résultat original d’Einstein 
de la Fig. 4.1. Expliciter les limites à haute et basse température. 


Pour montrer cette formule, l’astuce consiste à identifier ce dénombrement à celui des façons de combiner 
N-1 barres parmi N -1+M objets composés des barres et de M points. 

En vérité, Einstein n’avait pas le facteur 1/2, correspondant à l’énergie de point zéro. Mais ceci ne change 
presque rien aux calculs qui suivent. 
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FIGURE 4.1. Comparaison des valeurs expérimentales à la courbe théorique. 
Figure originale de Particle d’Einstein in Ann. Physik 22, 180 (1907). En 
abscisses est porté T/T£ avec Tr = 1300 K, en ordonnées l’unité est en 
cal.mole”!.K”!, 


CHAPITRE S 


Petits problèmes, jolis résultats 


Un article souvent cité de Rolf Landauer ! a pour titre « The noise is the signal » («Le 
signal, c’est le bruit »). Dans beaucoup de situations, en effet, ce sont les fluctuations, 
et non les valeurs moyennes, qui contiennent l’information intéressante. Les deux 
premiers problèmes qui portent sur le «bruit thermique » illustrent cette situation. 
Cette question sera reprise au chapitre sur le mouvement brownien. 


5.1 Expérience de Kappler 


Cet exercice décrit une très jolie expérience faite en 1931 par Kappler. Elle permet d’at- 
teindre la constante de Boltzmann à l’aide d’un dispositif macroscopique élémentaire. 


Exercice 5.1. [Expérience de Kappler.] Kappler a mesuré les fluctuations angulaires 
d’un petit miroir suspendu verticalement à un fil de torsion et placé dans une en- 
ceinte maintenue à température constante. Il enregistra pendant un long intervalle 
de temps la moyenne temporelle (82) où 8 est l'angle que fait le miroir avec sa 
position d'équilibre. 

Il a trouvé (87) = 4,178 x 10 (en radians carré). Sachant que l’enceinte 
était maintenue à 278,1 K et que la constante de rappel du fil de torsion valait 
9,428 x 10 °gcm? s 2, quelle valeur a-t-il trouvée pour ky ? L'expérience serait-elle 
plus probante si l’enceinte était sous vide ? 


5.2 Balance ultra-sensible 


Exercice 5.2. [Bruit thermique d’un ressort.] Une balance très sensible est consti- 
tuée par un ressort de raideur & = mw? (force de rappel en -az). Elle est en 
équilibre thermique avec une enceinte à la température T ; g désigne l'accélération 
de la pesanteur. 


l Nature, Volume 392, (1998). 


36 


D RE SERA 


CHAPITRE 5. PETITS PROBLÈMES, JOLIS RÉSULTATS 


Une petite masse m est suspendue au ressort. Soit 


2 
1 

H = pe + Mmgz+ = mo? z? 
2m 2 


l’hamiltonien du système. À quel choix de l’origine (z = 0) correspond cet 
hamiltonien ? 

Écrire la fonction de partition canonique du système. 

Quelle est l’élongation moyenne (z) du ressort. Ce résultat était-il prévisible ? 
Calculer l'écart type de z. 


Pensez-vous qu’on puisse construire un ressort permettant ainsi de mesurer 
la constante de Boltzmann ? 


5.3 Cristal d' Hydrogène 


Exercice 5.3. Une molécule de dihydrogène H;, au repos, peut se trouver dans l’un 
des quatre états électroniques suivants : 

— un état noté (1) d'énergie « = 0, appelé « parahydrogène », 

— trois états notés (2), (3), (4) d'énergie & = € = & = À > 0, appelés 


«orthohydrogène ». 


. Avez-vous une idée de l'origine de ces quatre états ? 


On considère un cristal composé de N molécules de dihydrogène. On les 
suppose donc discernables et on néglige leur énergie cinétique et leur énergie 
d'interaction. 


On appelle E l’énergie du cristal isolé et on note n; le nombre de molécules 
dans l’état (5). Montrer que n1 est alors fixé. Calculer la fonction de partition 
microcanonique du cristal. 


En déduire sa fonction de partition canonique Z. Y avait-il une façon plus 
rapide de calculer Z? 


On suppose toujours que le système est immergé dans un bain thermique 
à température T fixée. Peut-on prévoir la valeur moyenne de l'énergie (E) 
à très basse et très haute température ? Vérifier votre intuition par le calcul 
de (E). 


Calculer les valeurs moyennes (ni). 
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5.4 Un exemple pédagogique 


Cet exercice est un peu académique, mais il est simple et fait bien comprendre le rôle 


de la température et des interactions 2. 


Exercice 5.4. [PD] On considère une boîte divisée en deux parties et occupée par 
deux particules discernables. L'état microscopique du système est spécifié par les 
deux variables de « position » r; et r2. On prendra r; =-1 (i= 1,2) si la particule 
correspondante est dans la partie de gauche et r; = 1 si elle est dans la partie droite. 
Le nombre total de microétats est donc 2 x 2 = 4. L'hamiltonien du système s'écrit 


H(r,r2)=(n+1)A-K6;,,7, (5.1) 


où 6; ,r, est le symbole de Kronecker (qui vaut 1 si r1 = r2 et 0 sinon). On supposera 
Kk>A>Q. 


1. Écrire le tableau des énergies du système suivant les « positions » des particules 
dans la boîte. Pouvez-vous interpréter la signification physique de A et de «? 
On suppose maintenant le système dans un bain à la température T. Décrire 
sans calcul les positions des particules quand T croît de 0 à l'infini. 


2. Écrire la fonction de partition canonique du système. Calculer l'énergie 
moyenne (E) et (6, r,). Retrouver ainsi plus quantitativement les résultats de 
la question précédente. 

3. Pour calculer la fonction de corrélation, on doit calculer (r;), puis C= (rir2). 
Pour faire ces calculs, la méthode usuelle est de modifier l’hamiltonien (5.1) 
en 

H’ = Air + A2 —Kô;,r (5.2) 


(a) Écrire la nouvelle fonction de partition canonique Z’ et montrer que 


1 0logZ’ 
(n)==> . 
" B 6 A1=A3=A 





Que vaut (r?) H 


(b) Calculer C en utilisant la dérivée seconde mixte de la fonction de parti- 
tion relative à l’hamiltonien (5.2). 


? Tiré de The theory of critical phenomena, J. J. Binney et al., Oxford science publications (1992). 
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(c) Pouvez-vous commenter tous les résultats en donnant les échelles de 
température de ce système. 


(d) Il se trouve qu’ici on pouvait obtenir (plus rapidement) les résultats a) 
et b) à l’aide du seul hamiltonien initial (5.1). Montrez-le. 


5.5 Poussée d'Archimède 


Voici une dérivation microscopique de la poussée d’Archimède *. 


Exercice 5.5. [PD] On considère un cylindre droit de base L x L et de hauteur 
arbitrairement grande occupé par un gaz parfait composé de N molécules soumises 
à leur seul poids mg. Dans ce type de problème, la bonne définition de la limite 
thermodynamique est N/L? = n1, fixé quand N — co et L — co. 


1. Montrer que la probabilité qu’une molécule soit à une hauteur comprise 
entre z et z+ dz est proportionnelle à eŸ"£8-dz. On en déduit l’équation 
barométrique pour la densité volumique : 


n(z) = n(0)e P"E. 


En utilisant la conservation du nombre de molécules, montrer que n,5mg = 
n(0). Ce résultat est-il cohérent du point de vue dimensionnel ? 


2. Calculer la fonction de partition canonique Z,;, du système, puis son énergie 
libre Fop. 


3. On place maintenant à l’intérieur du cylindre une très petite particule macro- 
scopique, sphérique de rayon a, impénétrable aux molécules du gaz parfait. 
On l’imagine fixée à la hauteur z. Calculer la nouvelle fonction de partition 
canonique Z du gaz; faire apparaître dans Z la différence de deux intégrales 
avec un terme dominant et un terme correctif. En faisant une approximation 
sur ce dernier, montrer que l’énergie libre peut s’écrire 


F = Ep +f(20). 


EF 
4. Calculer ci qui a les dimensions d’une force. De quelle force s’agit-il ? 


02 


? Ce problème est dû à Guy Mayer. 
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5.6 Désordre 


On considère un gaz parfait dont les molécules interagissent avec des impuretés dont 
on connaît le nombre mais pas la distribution spatiale. On va montrer qu’on peut 
connaître la fonction de partition d’un tel gaz, soit à la limite des faibles densités 
d’impuretés, soit en « moyennant sur le désordre » dans l’ensemble grand canonique“. 


Exercice 5.6. On considère un gaz parfait de N particules classiques interagissant 
avec p impuretés fixes situées en R,:--R,. L'hamiltonien s’écrit 


N ,2 N p 


p’ 
Hy= D + V{ri-Ra). 
12m 4 
il i=1 a=l 
1. Calculer sa fonction de partition canonique. 
2. Calculer sa fonction de partition grand canonique Zx. 


3. [AD] Supposons les impuretés réparties dans le volume. On moyenne log Zx 
sur le désordre en intégrant sur les impuretés dans le volume avec un facteur 
1/V. Montrer qu’on obtient ainsi 


(log Z, = EVIL dR AVR jp = E yt1 + À P 
RE ce de DUT 


où f = J dR (eFV® _ 1) et & = Bu, y étant le potentiel chimique. Si p = p/V 
est la densité d’impuretés qu’on suppose finie à la limite thermodynamique, 
déduire que 


et f 
(108 Ze) = FL , 


4. Calculer l'équation d’état de ce gaz parfait avec impuretés, calculer son 
énergie. 
5. [PD] Pourquoi a-t-on dû se placer dans l’ensemble grand canonique ? 


6. [PD] On considère le cas d’un potentiel carré répulsif de hauteur Vo et 
de portée r. Montrer qu’à la limite des faibles densités d’impuretés, on 
peut prévoir les limites haute et basse température de l'énergie du système 
dans l’ensemble canonique où les R, sont fixés. Calculer l'énergie à toute 
température. 


* Ce problème nous a été suggéré par E. Brézin. 
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7. [D] Ce même puits est maintenant attractif. Répondre aux mêmes questions 
que précédemment. L'énergie obtenue après moyenne sur le désordre a 
un comportement pathologique à la limite T — 0. Pouvez-vous expliquer 
pourquoi la méthode employée tombe dans ce cas en défaut ? 


5.7 Fibre élastique 


La plupart des substances se dilatent lorsque la température augmente. Il existe 
cependant une large classe de systèmes qui, dans les mêmes conditions, se contractent : 
il s’agit de fibres constituées de longues molécules (caoutchouc, fibres polymériques). 
A basse température, les molécules sont alignées ; lorsque la température augmente, le 
mouvement latéral des noeuds de la chaîne diminue sa longueur effective totale. On 
parle alors d’élasticité entropique*. 

Nous allons considérer deux modèles simples décrivant une fibre élastique polymé- 
rique. Une extrémité est fixée au point O et l’autre est soumise à une force X constante 
dirigée selon l’axe (Ox). Le système est maintenu à la température T. Dans le premier 
exercice, l’espace de phase est discret ; il est continu dans le second. 


Exercice 5.7. 


1. [La chaîne de Kératine] On considère une chaîne unidimensionnelle consti- 
tuée par N >> 1 molécules identiques asymétriques de longueur a et de 
largeur b (b < a). Chaque molécule peut se trouver dans deux positions : soit 
dans l’axe de la chaîne, soit perpendiculaire (voir Fig. 5.1). Ces deux positions 
contribuent à l’énergie de la chaîne via l’hamiltonien 


=_XL= D) fe 


où L est la longueur (inconnue) de la chaîne qui est déterminée par la donnée 
des microétats l; = a ou b, (i=1-..N). 


(a) Calculer la fonction de partition canonique de configuration 6 de la 


$ Une montage amusant illustre ce phénomène : une roue de bicyclette dont les rayons ont été remplacés 
par des élastiques est montée sur un axe. Un chauffage local déforme les fibres qui, en se contractant, 
déséquilibrent la roue : elle se met à tourner. Si les fibres se dilataient, le mouvement de rotation serait 
inversé. Le montage est visible notamment à l'Espace des Sciences Pierre-Gilles de Gennes de l’'ESPCI à 
Paris. 

5 C'est-à-dire qu’on ne considérera pas la contribution de l'énergie cinétique. 
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FIGURE 5.1. Dessin de la fibre. 


chaîne et l’énergie moyenne E. Vérifier les limites haute et basse tempé- 
rature. 


En déduire la longueur moyenne L de la chaîne à l'équilibre en fonction 
de X et T. Donner l’allure de la courbe / = L = f(X/T). Commenter le 
cas des grandes forces (BXb > 1). 


(b 


Det 


Montrer que dans le domaine des faibles forces (BXa < 1), la chaîne 
vérifie la loi suivante : 


(c 


7 


X(T)E-Lo) =X 


Déterminer y(T) et Lo et interpréter ces deux quantités. Savez-vous 
comment s'appelle cette loi? Peut-on en conclure quelque chose sur 
le lavage des vêtements en laine (dont la kératine est le composant 
principal) ? 


(d 


Calculer l'énergie libre de la chaîne et donner son expression en fonction 
de T et L dans le domaine des faibles forces. 


Lez 


2. [Le caoutchouc.] Une macromolécule de caoutchouc est un polymère linéaire 
d’hydrocarbure formant une longue chaîne articulée de N monomères de 
formule (CsHs)n, où N varie entre 10° et 104. On suppose que chaque 
monomère a une longueur fixe a, (voir Fig. 5.2) et soit x; sa projection sur 
l'axe des x. On appellera L = Y x;, « longueur » de la chaîne. 








Fiqure 5.2. Dessin du fil de caoutchouc. 
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(a) On suppose que l’hamiltonien de la chaîne soumise à la tension X s'écrit 
H=-XL=-X SN x; 


avec x; € [-a,+a]. 
(b) En déduire la valeur moyenne de l’énergie E et la valeur moyenne de L. 


(c) Tracer la fonction L(T). Étudier son comportement dans les cas limites 
où BXa — 0 et BXa — . Commenter ces résultats. 


£ 


(d) Calculer en une ligne la valeur de l’écart quadratique moyen de o? dans 
les deux cas limite. 


(e) Quelles critiques peut-on faire à ces modèles ? 


Exercice 5.8. Un cristal cubique contient N ions possédant un moment dipo- 
laire électrique p. On suppose que ce moment ne peut prendre que l’une des 6 
orientations : +i, +j, +k. Ce cristal est à la température T. On néglige l’interaction 
dipôle-dipôle. Il est soumis à un champ électrique extérieur & dirigé suivant Oz. 
L'énergie d'interaction d’un dipôle avec le champ est donnée par € = -Ep (produit 
scalaire). On ne considérera pas de terme d’énergie cinétique. 


1. Calculer l'énergie et la valeur moyenne (p). Calculer (p} au premier ordre en 
pE/ KT. 

2. Mêmes questions en supposant maintenant que p peut s'orienter conti- 
nûment dans l’espace. Pouvez-vous commenter le résultat ? 


3. [PD] On tient compte à présent de l’énergie cinétique. Soit / la longueur du 
dipôle et 2m sa masse. Il faut maintenant prendre pour q le doublet {8,6}. 
Calculer {p9,p4} en s’aidant de l’appendice, puis la fonction de partition 
canonique. En déduire (E). Pouvait-on directement prévoir ce résultat à 
l’aide de la question 2? 


CHAPITRE 6 


Gaz 


À LA DIFFÉRENCE du gaz parfait composé de particules ponctuelles sans interaction, 
les gaz réels sont constitués d’atomes ou de molécules interagissants. De plus les 
constituants peuvent avoir des excitations internes (rotation et vibration des molécules). 
Les exercices qui suivent portent sur le traitement des gaz réels à partir de celui des gaz 
parfaits. 


6.1 Gaz de sphères dures 


La première façon de prendre en compte la taille des composants est le gaz de sphères 
dures. À 1d son traitement est analytique, c’est l’objet de l’Ex. 1. Un gaz parfait de 
sphères dures est composé de sphères impénétrables de rayon ro. On peut alternati- 
vement le considérer comme un gaz de particules ponctuelles interagissant avec le 
potentiel 

co si |r;—r; <ro 


0 si r;-r}>ro. (Gt 


V(r;-r;) = 
À 3d c’est un modèle très idéalisé, mais souvent utile comme première approximation 
pour la description d’un gaz réel. 


Exercice 6.1. [Calcul à 1 d.] 


1. Calculer la fonction de partition ZGp d’un gaz parfait à une dimension, 
contenu à la température T dans une enceinte de longueur L. 


2. [D] Calculer la fonction de partition Z du gaz de sphères dures correspon- 
dant. 


On montre à l’Ex. 2 comment traiter l’interaction entre composants comme petit 
paramètre. La difficulté est qu’on ne peut jamais considérer l’interaction comme une 
«petite fonction », même quand on cherche un développement à partir du gaz parfait, 
puisqu’à courte distance elle est infinie (cœur dur). En revanche, la fonction de Mayer 
fo =f(ri-1) = e#V@i-) _ 1 qui intervient dans le calcul de la fonction de partition, 
est toujours finie et tend vers zéro quand B — 0. C’est donc le petit paramètre d’un 
développement à haute température. 
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Exercice 6.2. [Développement du viriel.] 


1. Montrer que la fonction de partition canonique de tout gaz réel peut prendre 
la forme 


1 1 
2= an | JG + dridre den. 


i<j 


2. [PD] Calculer l'énergie libre avec les hypothèses suivantes i) En négligeant 
les termes qui font intervenir les produits de f;; dans le développement de 
[ic 1+ f;), ii) en utilisant explicitement la forme du potentiel donnée par 
l’'Ég. 6.1 et iii) en faisant une approximation de basse densité qu’on précisera. 
Donner l’équation d’état du gaz de sphères dures. On pourra introduire les 
quantités correspondantes pour le gaz parfait ponctuel : FGp (énergie libre) 


et pcp (pression). 


6.2 Gaz parfait complexe 


Les molécules, dont on néglige le volume propre, ont maintenant une structure. Outre 
leur mouvement de translation (f), on considèrera leur mouvement de vibration 
(v) et de rotation (r) (rotateur rigide) de la molécule. On suppose ces mouvements 
indépendants. Comme pour le gaz simple Z = zN/N! avec 


Z = Z}ZrZy. 


Exercice 6.3. [PD] [Calcul des fonction de partition.] Donner successivement les 
trois z; classiques et quantiques. Commenter vos résultats. 


6.3 Séparation isotopique 


L'uranium naturel est un mélange isotopique d’##8U et d’2#U. C’est ce dernier qui 
est fissile et donc intéresse industriels et militaires. Les propriétés chimiques étant 
identiques, la séparation se fait en utilisant la (faible) différence de masse. Deux 
procédés principaux sont utilisés 

— lultracentrifugation 

— l’effusion gazeuse 
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6.3.1  Ultracentrifugation 


Exercice 6.4. [PD] On considère un gaz parfait classique à l’équilibre dans un 
cylindre de rayon R et de volume V, tournant à grande vitesse angulaire w autour 


de son axe. On pourra considérer que la force centrifuge mo 


27 exercée sur une 


2,2 


molécule située à la distance r de l’axe est associée à une énergie potentielle mw?r?. 


1. 
2, 
3. 


Écrire sa fonction de partition canonique. 
Calculer la probabilité de trouver une particule à la distance r de l’axe. 


Que se passe-t-il pour un mélange de gaz ? Application à l’enrichissement en 
2SUF du mélange (28UF6,2% UF6). Comment varie le rapport des concen- 
trations en fonction de la distance à l’axe ? 


Application numérique : calculer ce rapport pour w = 10000 tours/minute, r = 20 
cm et T =300K. 


6.3.2 Effusion 


Il s’agit de l’écoulement d’un gaz par un orifice étroit. Dans tout le problème on 
considère que l’évolution du système est quasi statique, de telle sorte que la notion 
de température ait toujours un sens. Dans la première partie l’effusion est isotherme, 
ce qui implique échange d'énergie avec l'extérieur ; dans la seconde, l’effusion est 
adiabatique, donc la température peut varier. 


Exercice 6.5. Un gaz parfait de N molécules est contenu dans un récipient de 
volume V. Un trou de surface 6$ est fait dans la paroi. 


1. 


Si toutes les molécules avaient la même vitesse v, perpendiculaire à la paroi 
contenant le trou, quel serait le nombre de molécules 4N sortant pendant le 
temps dt ? 


Effusion isotherme 

Le trou est suffisamment petit pour que, bien que des molécules s’échappent, 
on puisse supposer l'existence d’une température T dans le système (ce qui 
implique, à chaque instant, une distribution de Maxwell des vitesses). 


On suppose maintenant que la température T est maintenue constante. 


(a) Calculer à nouveau 4N, puis N(#). 


(b) Application numérique à 1 litre d’hélium, initialement aux conditions 
normales de pression et de température. Pour un trou de surface 8S = 
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1 um?, au bout de combien de temps le récipient aura-t-il perdu la 
moitié de ses atomes ? 


Enrichissement de l’uranium en isotope *U 


[PD] On considère un gaz d’hexafluorure d'uranium UF contenu dans 
le récipient de volume V percé d’un trou. Les deux isotopes de l'uranium 
naturel sont l’8U et l’2#U (dans les proportions 99,3% et 0,7%). On 
suppose qu'il y a N molécules de BU et N; molécules de 2 U. 


3. (a) Calculer la composition isotopique du gaz ayant quitté enceinte. 


(b) Imaginer un processus plus industriel pour faire cette séparation. 


Effusion depuis une enceinte adiabatique 
[AD] On fait maintenant l'hypothèse que les parois sont adiabatiques. On se 
place dans l'hypothèse d’un gaz monoatomique et de faible densité. 
4. (a) Calculer l'énergie perdue par le gaz pendant l'intervalle dt. 
(b) Écrire deux équations différentielles pour N et T, les intégrer. On pourra 
poser 
ôS | k 


V VN2rm 


Pouvez-vous commenter les résultats, en particulier comprenez-vous 
pourquoi, à la différence de la détente de Joule d’un gaz parfait, la 
température va baisser ? Comparer les valeurs de N(t) à grand temps 
avec celles de l’effusion isotherme de la question 2. 


6.4 Sublimation 


La sublimation est le changement d’état qui correspond à la transformation d’un corps 
pur, de sa forme solide en sa forme gazeuse. 


6.4.1 Un modèle simple 


L'Ex. 6.6 en donne une théorie simple. On se propose de déterminer la relation entre 
la température et la pression du gaz en équilibre thermique avec le solide (équation de 
la courbe de sublimation P(T)) dont on négligera le volume. 
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Exercice 6.6. 

1. [Calcul du potentiel chimique du gaz] On considère tout d’abord la phase 
gazeuse qu’on assimilera à un gaz parfait classique, composé de N; atomes 
indiscernables, de masse m, avec pour hamiltonien : 

3N ,2 
1 Pi 


on 


Li 


Le gaz est contenu dans une enceinte de volume fixe V, à parois rigides. Soit 
T la température supposée constante de l'enceinte. 


(a) Rappeler l'expression de la fonction de partition canonique du gaz. 

(b) Écrire son potentiel chimique u(T, N, ), où À est la longueur d’onde 
thermique 1= , kr ; ky est la constante de Boltzmann et h celle de 
Planck. 


2. [Calcul du potentiel chimique du solide] Le solide cristallin est assimilé à 
un ensemble de N; oscillateurs harmoniques, discernables du fait de leur 
localisation au voisinage des nœuds du réseau. L’hamiltonien du solide est : 


pa : Les 
H = ne + re q; -«) 
où g; décrit l’écart de la particule ; à sa position d’équilibre. L'énergie 
constante & > 0 que l’on retranche à chaque oscillateur (à une dimension) 
décrit l’effet des forces attractives maintenant la cohésion du cristal. On 


suppose ce solide à la même température que le gaz. 


(a) Écrire la fonction de partition canonique du solide. 

(b) Écrire son potentiel chimique y. 

(c) En égalisant les deux expressions du potentiel chimique, exprimer la 
pression d’équilibre comme fonction de 8, 4, T, avec 0 = le. Pouvez-vous 
faire une critique de ce modèle ? 


6.4.2  Perturbation d'un équilibre vapeur-solide 


Ce problème traite de l’équilibre solide-vapeur d’un corps B en présence d’un gaz À. 
Dans les phases gazeuses on néglige les interactions A—A et B-B, mais pas l'interaction 
A —B. La fonction de partition de la vapeur B en est modifiée et le calcul de cette 
modification permet d’atteindre à l’aide de données expérimentales des propriétés de 
l'interaction À —B. 
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Exercice 6.7. On considère ! une enceinte sphérique de rayon macroscopique R, 
remplie de N4 molécules d’une même espèce À, à la température T, qu'on traitera 
à l’approximation du gaz parfait classique. Imaginons qu’on dispose au centre de 
l'enceinte une molécule d’une espèce différente B et qu'il existe entre molécule B et 
molécules À un potentiel d'interaction v(r) fonction de la seule distance r entre 
molécules À et molécule centrale B. 


1. [PD] Soit ZA et 2: les fonctions de partition du système des N4 molécules 


; ds eZ 
respectivement avec et sans la molécule B. Expliciter D En conclure que 
A 


NA (° ; 
log Za -logZ£ = = [ (Er — 1)47r?dr, (6.2) 
0 


où V désigne le volume de l'enceinte. 
Indications. Retrancher et ajouter le terme dominant dans Z4, puis utiliser 


le fait que 
de (0 : 1) Arr’ dr 


a Anr?dr 
et que la portée du potentiel intermoléculaire v(r) est petite devant R. 
Il paraît raisonnable de dire qu’une molécule B placée n'importe où dans 
l'enceinte produirait la même variation de l’énergie libre (nous l’avons placée 
au centre d’une enceinte sphérique pour la commodité du calcul). 
On suppose maintenant ng molécules de gaz présentes dans l’enceinte. À 
quelle condition peut-on écrire que la variation de log Z4 due à interaction 
A-B est donnée par 


<& 1, 


ngNa 
V B(B), (6.3) 


où B(B) est l’intégrale intervenant dans la formule 6.2. 


2. [AD] On s'intéresse maintenant à l'équilibre solide-vapeur de la substance B 
en présence d’une atmosphère gazeuse de molécules À de densité Da. 





AlogZa = 


(a) En l’absence de À, rappeler pourquoi l’équilibre du solide B avec sa 


vapeur implique 
(7) -(2e) (6.4) 
ns solide ông vapeur | 








1 Cet exercice est dû à Guy Mayer. 
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(b) 


Montrer que si la vapeur est peu dense (gaz parfait), on a : 


Z1 





(° logZ | og À 
On vapeur nB , 


où zZ1 désigne la fonction de partition d’une particule B libre dans le 
volume V. 


La phase gazeuse est maintenant constituée de molécules de A et de 
B en équilibre avec le solide B. La présence des molécules À modifie 
la répartition des molécules B entre phases solide et gazeuse, mais on 
néglige l'influence de la pression gazeuse du corps À sur les fonctions 
thermodynamiques du solide B, ce qui signifie qu’en présence de À on 


aura encore 
É | . 4 
OnB solide ÿ 


où 2h est le nombre de molécules gazeuses de B en l’absence de A. 
Réécrire la condition d’équilibre (6.4) en ajoutant le terme d’interaction 
(6.3). En tirer l'expression de ng (quand M4 # 0) en fonction de fs B(6) 
et Na/V. 


Application numérique : 
Évaporation du naphtalène C19Hg à 21° C. 


Valeurs expérimentales 


— pas d’autres molécules : N4 = 0, = =3x101°/cm° 

— en présence de méthane ce Na - = 1.35 x 1021/cm°, # = 2x 10/6/cm° 

— en présence d’éthylène OHe = 55% 1021 Je, = = 1.1x10!7/cm° 
Calculer B(B) en cm°/mol pour Les interactions Naphtalène-Méthane et 
Naphtalène-Ethylène. 


CHAPITRE 7 


Modèle d’Ising 


« Le feu détruit les vertus magnétiques d’un aimant, non parce qu’il lui 
enlèverait telle partie spécialement attractive, mais parce que la force 
consumante de la flamme, en déconstruisant (demolishing) le matériau 
affecte la forme de l’ensemble [...] car de même que du fait de la rigueur 
de l’air ambiant l’eau se change en glace, le fer, rougeoyant dans le feu, est 
détruit par une chaleur violente, et voit sa nature perturbée et confuse ; 
ainsi il n’est plus attiré par l’aimant, il perd ce pouvoir d’attraction, 
indépendamment de la façon dont il a été acquis, et acquiert une autre 
aimantation quand, à nouveau solidifié (born again), il est imprégné par 
un aimant ou par la terre, ou quand sa forme est revivifiée, forme qui 
n’était pas morte mais (seulement) dérangée, confuse. » 


William Gilbert (1544-1603) 
in De Magnete, cité dans La Recherche, 
341, (avril 2001). 


ETTE RÉFLEXION de W. Gilbert est prémonitoire de ce qui sera finalement compris 
C plus de trois siècles plus tard, notamment par Pierre Curie. Il y a une similitude 
profonde entre deux phénomènes apparemment distincts : la glace qui fond au-delà 
de 0° C et la magnétisation qui cesse au-delà de la température de Curie. En termes 
modernes, on dit que, sous l’effet de la chaleur, on passe d’une phase ordonnée (basse 
énergie, faible entropie) à une phase désordonnée (grande énergie, grande entropie). 
L'étude systématique des transitions de phase est en dehors des limites de ce livre, 
nous voulons seulement familiariser le lecteur avec un modèle ultra simplifié, mais qui 
contient l’essentiel du processus physique. 


7.1 Présentation 


Le modèle d’Ising (et ses variantes) est certainement le modèle le plus utilisé de la 
physique statistique. Son hamiltonien, tout en étant très simple, possède les propriétés 
essentielles de l'interaction à deux corps de courte portée avec cœur répulsif. Aussi, bien 
que créé pour expliquer le problème de la magnétisation spontanée, il sera utilisé bien 
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au-delà, dans les fluides de Lennard-Jones, les alliages binaires, la gélation, voire en 
sciences humaines (avec ou sans précaution). Onsager, en 1944, a réussi le tour de 
force mathématique de donner une expression analytique compacte de sa fonction de 
partition |. 

Il s’agit d’un modèle de N spins disposés sur un réseau. Chaque spin o'; peut 
prendre les valeurs +1. Il y a donc 2N microétats possibles. L’hamiltonien s’écrit 


H(Io})=-J D oiv;-B D oi. (7.1) 


(2j) î 


Dans l’Éq. 7.1 et par la suite, le symbole Y,,; signifie que la somme est étendue aux 
seuls couples i, j qui sont plus proches voisins. Généralement on prend B > 0. Si J > 0 le 
modèle est dit ferromagnétique, si J < 0, antiferromagnétique. On appellera M = »;0'; 
sa magnétisation. Noter que J et B ont la dimension d’une énergie. 


Exercice 7.1. [Limites à basse et haute température.] On considère un modèle 
d’Ising sur un réseau carré ou cubique simple, avec J > 0. On appelle g sa coor- 
dinence, c’est-à-dire le nombre de plus proches voisins d’un site (sur un réseau 
carré, g = 4, sur un réseau cubique simple, g = 6). En négligeant les effets de bord, 
calculer les limites T — 0 et T — æ de son énergie et de sa magnétisation. 


7.1.1 La magnétisation spontanée 


Certaines substances présentent une magnétisation spontanée : même en l’absence de 
champ extérieur, elles présentent en-dessous d’une température critique, T,, appelée 
température de Curie,une magnétisation non nulle. L'Éq. 7.1 a priori ne peut pas 
expliquer cette magnétisation quand B = 0. En effet si M = »;0:;,ona 


(M)= ; 2 D oid Et ve) (7.2) 


{o} \ i 


avec 


7e D (Eco), 


{o} 


l En tout cas à 2d et sans champ magnétique. On ne sait toujours pas faire mieux aujourd’hui (en 2008). 
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Attention. Il faut bien distinguer deux types de sommes : 
— des sommes de nature géométrique : };o; (somme sur les sites) ou 
Lip TiOj (somme sur les paires de sites voisins) 
— une somme sur les configurations : Ÿ4,, (somme portant sur tous les états 


o = +1 de spin). 
Ainsi »;o'; contient N termes, Y{;;,o':0'; en contient Ng/2, aux effets de bord près, 
tandis que X4,) en contient 2". 





Comme manifestement -(M) = (-M) et que par ailleurs (-M) = (M) (on change 
tous les a; en —o';, ce qui laisse oo; invariant) on conclut que (M) = 0. Bien sûr 
si B # 0, l'argument de symétrie valable pour l’Éq. 7.2 tombe en défaut : le terme 
additionnel en BB }'; o'; dans l’argument de l’exponentielle brise cette invariance et on 
comprend que (M) # 0. Mais que se passe-t-il quand B — 0? Si la fonction définie en 
(7.2) (avec le terme additionnel dû au champ magnétique) était une fonction continue 
de B, on s’attendrait encore à (M) — 0. Mais ce n’est pas le cas à T = 0 où la fonction 
est singulière. C’est l’objet de l’Ex. 7.3. 

La magnétisation spontanée n’a pas lieu seulement pour T = 0, mais dans toute 
une gamme de températures. Elle s'explique par le fait que quand N — 0», la fonction 
M(B,N)/N cesse d’être continue au voisinage de B = 0. Ce qu’on devra considérer ce 
n’est pas, pour tout N (et T 40) 


.… M(B,N) _ M(0,N) 
nn —— = —————, 
B—0 N N 


Cette quantité est nulle, comme on l’a vu, ce qui implique que 


M(B,N) 


lim lim ————— = lim 0=0. 
Nono N NUE 
En revanche il faut considérer 
. _….  M(GB,N) 
lim lim ————, 
B—0N-—00 


On montre, ce qui est loin d’être trivial, que si d > 2, il existe une température critique 
en-dessous de laquelle cette limite n’est pas nulle. C’est le phénomène de transition 
de phase. Du point de vue de la physique c’est bien dans cet ordre qu’il faut prendre 
les limites : il existe toujours dans la nature un champ magnétique résiduel qui lève la 
dégénérescence, et dont la contribution à l’énergie est négligeable. 
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Remarque : L'exemple le plus simple d’inversion de limite est celui-ci. Soit x e [0,1]. 
On a clairement 
lim limAa" # lim lim x", 


N—00x—1 x—1 N—0o 


puisque 1 # 0. L’Ex. 1.7 est une excellente illustration de l’implication en physique de 
ce qui pouvait apparaître comme une « subtilité » pour mathématiciens. 


Nous montrerons à la fin de ce chapitre, avec l’approximation du champ moyen, 
comment se produit cette transition de phase. Commençons d’abord par des exercices 
qui nous familiariseront avec le modèle d’Ising. 


7.1.2 Calculs de la fonction de partition 


Voici l’exercice le plus simple, mais qui apprend déjà quelque chose sur la compé- 
tition entre température et champ extérieur, le cas J = 0. C’est un modèle à spins 
indépendants soumis à un champ extérieur B. Son hamiltonien est 


H({o}) = ), h(o;) avec A(x) =-B. 


Exercice 7.2. Calculer la fonction de partition canonique, l'énergie et la magnétisa- 
tion de ce système. 
Remarque : On a déjà traité le cas microcanonique dans l’Ex. 7.1. 


L'exercice qui suit permet de se faire les dents sur le modèle d’Ising dans le cas le 
plus simple. 


Exercice 7.3. [Sur un carré 2 x 2.] On considère le modèle d’Ising sur un carré de 4 
spins. Son hamiltonien s’écrit : 
H =] y» OO j) 


(ÿ) 
où J > 0 et o; = +1. On rappelle que la somme Y;; porte sur les plus proches 
voisins. 


1. Combien y-a-t-il de microétats ? Quels sont les niveaux d’énergie accessibles 
et quelle est leur dégénerescence ? 
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On fixe dans ce qui suit la température du système. Donner a priori les limites 
à haute et basse température de l’énergie. Calculer la fonction de partition 
canonique du système, puis son énergie moyenne. 


2. Soit M = Y;0'; la magnétisation du système. Quelles sont ses valeurs possibles 
et avec quelle probabilité ? Calculer sa valeur moyenne (M). Le résultat est- 
il surprenant ? Calculer son écart quadratique moyen a? = (M?)-(M}). 
Commenter. Calculer (|M|). 


3. Expliquer pourquoi on pouvait s'attendre a priori aux résultats de la question 
2 à la limite où T — 0 et T — co. 


4. Sachant qu’à la limite thermodynamique J/T. = 0.5log(1 + V2) et que? 
l 1/8 
M=Nf-——) ; (7.3) 
sinh* 28] 


dessiner schématiquement sur le même graphe l’Ég. 7.3 et la moyenne de 
la valeur absolue de la magnétisation par spin pour N = 4. Pour ce faire on 
devra ajouter un champ magnétique extérieur B puis faire B — 0. Expliquer 
le rôle de ce champ. 


7.2 Une dimension 


Ici, les résultats sont analytiques. Mais malheureusement la dimension d = 1 donne 
des résultats non génériques : il n’y a pas de magnétisation spontanée (Cf les Ex. 7.6 
et 7.7). 


7.2.1 Sans champ magnétique 


Exercice 7.4. [PD] [Fonction de partition.] On considère le modèle non périodique 
composé de N spins et sans champ magnétique. 


1. Écrire sa fonction de partition Z(N), puis en faisant explicitement la somme 
sur les deux valeurs possibles de o;, montrer qu’on a la relation de récurrence 


Z{N) =2Z(N -1) coshB]. 


? Formule dûe à Lars Onsager en 1944. 
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2. En déduire que 
Z{N) = 2" coshN"! 8]. 


Une façon d’évaluer l'influence d’un spin i sur un spin i+ j est de calculer (o';0r;+;). 
En effet s’ils sont alignés, en moyenne cette quantité vaut 1. Elle vaut 0 si les spins sont 
indépendants puisque (or;o';4;) = (ari){ori4j) = 0. Calculons maintenant cette quantité. 


Exercice 7.5. [AD] [Fonction de corrélation.] On cherche à calculer la fonction de 
corrélation (0;0';4;). Pour ce faire on généralise l’hamiltonien du modèle 


N-1 
= =D oiT in. 
I 


1. Montrer que 


un Die 
IV iH+1/ — B Z ôJ; 
puis plus généralement que 
1 oz 





1 
Bi Z jbl “Oix à 


(OiTixj) = . 
Ji=] 
2. En s'inspirant du calcul de l’Ex. 4 pour le calcul de la fonction de partition, 
démontrer que | 
(oio'+j) = (tanh BJ). 


3. Soit r = ja la distance de deux sites (1, i+ j) (a est la longueur de maille du 
réseau), montrer que la fonction de corrélation peut se mettre sous la forme 
canonique : 

(iT'isj) =e &. 
Exprimer la longueur de corrélation £ en fonction de a et BJ. Peut-elle 
diverger ? 


Exercice 7.6. On considère le modèle d’Ising à une dimension d’hamiltonien 
N-1 
H= I oiTin 
il 


avec J > 0 et o; = +1. On a vu à l’Ex. 7.4 que la fonction de partition canonique 
s’écrivait 
Z=2(2cosh8J) "1, (7.4) 
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1. Quelle est l'énergie moyenne du système à température T fixée ? 


2. On considère dans cette question l’état fondamental (T = 0) où tous les 
spins valent +1 (il y en a un autre où tous les spins valent —-1). Quelle est son 
énergie E ? Montrer que l’énergie E, des états excités dépend seulement du 
nombre r de frontières des domaines de spins 1. Écrire E, comme fonction 
de r,N,]J. Calculer le nombre de microétats correspondant à une énergie 
donnée (fonction de partition microcanonique ou dégénérescence). 


3. Retrouver la formule (7.4). 


4. [PD] On suppose r (et donc N) assez grand pour qu’on puisse appliquer 
la formule de Stirling, calculer la température microcanonique du système. 
Expliquer comment on retrouve alors le résultat de la question 1. 


5. [AD] À T = 0 se créent quelques frontières (résultant de fluctuations) ; on 
posera r = (N—1)x avec x 1, mais Nx > 1. Calculer le gain en énergie et 
la perte en entropie à partir du fondamental. Que peut-on en déduire sur la 
magnétisation spontanée d’un réseau d’Ising à une dimension ? 


Remarque : On a pu ici faire le calcul de la fonction de partition dans l’ensemble 
microcanonique, puis ensuite obtenir simplement la fonction de partition canonique. 
Ce cas est plutôt exceptionnel. 


7.2.2 Avec champ magnétique 


Exercice 7.7. [D] [Fonction de partition.] On suppose maintenant qu’existe un 
champ magnétique extérieur B # 0. La méthode employée, dite des matrices de 
transfert, est assez générale. On place les sites sur un cercle, ce qui implique que 
ON+1 = 01 (périodisation du réseau). La fonction de partition peut alors prendre 
la forme plus symétrique 


Z= > BEnloivintsB(oitoin) 
{o} 


Ce qui peut encore s’écrire 


Z= >: Too» Too; es Toyo» 
{0} 


où 


Te dBoiT ir +3BB(oitoix1) 
iTix1 ; 
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On peut représenter les 4 valeurs possibles de T;,,5;,, par la matrice 


ECO 
T=Ù a vb 


appelée matrice de transfert. 


1. Vérifier que 


D. Too) Too: De Toyoi = > Eh = TD". 


{o:} oi 


En conclure que 


Z=AN+aN, 


où les À. sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de 
T. 


2. En déduire que 
lim . = —k,Tlog(e/ cosh BB + VW) 
Nc N : 


où F est l'énergie libre et A’ = e2]/ sinh? BB + e 2), et enfin que 
M sinhBB 
m= lim — = Ê 


nee A/sinh? BB + e-48) 


3. En déduire qu’il n’y a pas de magnétisation spontanée à 1d. 


7.3 Deux dimensions 


Même si les calculs exacts sont impossibles (ou très difficiles) pour d > 1, il est 
souvent possible d’obtenir des développements simples dans les cas de haute et basse 
température. 
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7.3.1 Développement à haute température 


Exercice 7.8. On considère le modèle d’Ising sur un réseau de N spins dont 


l’hamiltonien s'écrit 
H = —] de di D 
(ij) 
où J > 0 et les spins &; = +1. 


1. Écrire sa fonction de partition canonique Z(B). Que vaut-elle à la limite 
T — © ? Montrer que ce résultat était évident a priori. 


2. Sur ce réseau, à quelles conditions peut-on dire que le nombre de paires de 
sites « plus proches voisins » est 8 = Ngq/2, où g est la coordinence du réseau ? 
On prendra dans la suite un réseau plan carré où g = 4. 


3. [PD] Montrer qu’on a l'identité 
0:05 = coshBJ(1 + voio;), 


avec v = tanh BJ. En déduire un développement de Z(B) en puissance de v. 


4. [D] Montrer que les termes en y et y? sont nuls. Pour ce faire on pourra 
montrer plus généralement que 


.. _h; + . 
ÿ io; co" = 2N si tous les nm sont pairs 
{o} 


0 dans le cas contraire. 


5. Calculer l'énergie libre jusqu’au terme en v“ (on remplacera le cosh? BJ par 
son expression en fonction de y). 


7.3.2 Développement à basse température 


Exercice 7.9. On considère le modèle d’Ising sur un réseau carré de N spins, de 
coordinence g = 4. Son hamiltonien s’écrit : 


H =] >. OO) 
(ÿ) 


oùJ>0eto;=+l. 
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1. Calculer Fo, énergie du fondamental. Montrer que sa dégénérescence g(Eo) 
vaut 2. 


2. Calculer AE, = E; -Eo, énergie du premier état excité par rapport au fonda- 
mental. Calculer sa dégénérescence g(E1). 


3. [PD] Calculer AE, énergie du second état excité par rapport au fondamental. 
Calculer sa dégénérescence g(E2). Attention : AE2 # 2AE, ! 


4. [PD] Écrire la fonction de partition comme fonction des quantités B, Eo, 
AE et g(Em), Mm=0,1,2::: supposées connues. 


5. Montrer pourquoi c’est un développement à basse température. Calculer les 
premiers termes de l’énergie moyenne. 


6. [AD] Calculer explicitement AE,, et g(E,,) pour m = 3. 


7.3.3 Un modèle antiferromagnétique 


L'hamiltonien prend la forme 


N 
H=JŸN 00j-B) où 
=] 


(5j) is 


où J,B > 0. On voit que, sur un réseau carré par exemple, pour B = T = 0, le 
fondamental est obtenu avec tous les spins alternés et donc M = 0. Et pourtant le 
système est ordonné. On distingue alors deux sous-réseaux imbriqués (1) et (2) où 
tous les spins sont parallèles. Le « bon » paramètre d’ordre est Mssg = Mi —Ma («stag » 
pour « staggered » : alterné). 


Remarque importante : Ici la géométrie du réseau joue un rôle clé. Sur un réseau 
triangulaire par exemple, il y a frustration c’est-à-dire qu’il est impossible d’alterner 
tous les spins plus proches voisins. Comme il existe un grand nombre de façons de 
disposer ces frustrations sans changer l’énergie totale, le fondamental est très dégénéré ; 
on comprend également qu’à basse énergie coexiste une multitude d’états métastables 
qui sont autant de pièges ralentissant la thermalisation du système. Si de plus il y a du 
désordre dans l'interaction J, on a affaire à la physique des verres de spin, physique qui 
connaît un développement important aujourd’hui, mais qui sort du cadre de ce livre. 


7.4 UN MODÈLE BI-COUCHE 6l 


Exercice 7.10. [PD] 


1. Donner le développement au premier ordre à basse température de l'énergie 
et de la magnétisation du modèle d’Ising antiferromagnétique. On distin- 
guera les cas B < Jq et B > Jq. On prendra un réseau carré ou cubique simple. 


2. Pour simplifier on fera B = 0, calculer les deux termes suivants du développe- 
ment de l’énergie à basse température. 


7.4 Un modèle bi-couche 





FicurE 7.1. Modèle de bi-couche magnétique. 


Le modèle théorique que nous allons décrire peut être utilisé dans la conception 
de mémoires d’ordinateurs. Deux réseaux carrés d’Ising identiques 1 et 2, situés sur 
deux plans parallèles sont soumis au même champ magnétique extérieur B. Soit J 
l'interaction entre spins du même réseau. On ajoute une interaction K répulsive entre 
spins correspondants des deux plans. L'hamiltonien s’écrit donc 


N N 
H = JS (oo) +oŸ0;) +KŸ olo?-B) (o} +o?), 
Gÿ) il a, 


où J,K,B > 0.Il y a N spins par couche (donc 2N spins en tout). 

Bien qu’extrêmement simple, ce modèle se révèle d’une richesse étonnante : l'étude 
de ses transitions de phases est objet de recherches actuelles. Ici, nous nous limiterons 
au cas J = 0, qui est déjà riche. Le cas J # 0 sera seulement évoqué. Nous effectuerons 
ensuite (Ex. 7.18) un calcul en champ moyen qui révélera la parenté de ce modèle avec 
le modèle d’Ising antiferromagnétique. 
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Exercice 7.11. [Développement à basse température] 

1. [PD] Cas J = 0. Sans calcul, pouvez-vous décrire qualitativement la distri- 
bution des spins ? Calculer la fonction de partition exacte Z et donner une 
réponse plus quantitative sur l’état du système. Donner un développement à 
basse température de l'énergie libre. 


2. [D] Quel est l'effet qualitatif du branchement de l'interaction J ? 


Indication. Distinguer les cas suivant le signe de B-K. 


7.5 Approximation du champ moyen 


Dans cette approximation, on remplace la somme des interactions entre particules 
par un champ moyen qui agit sur les particules alors indépendantes. Ici, la dimension 
de l’espace n'intervient pas, seule la coordinence, c’est-à-dire le nombre de particules 
en interaction, compte. L’approximation du champ moyen sera d’autant meilleure 
que la coordinence sera grande. Comme cette dernière augmente en général avec la 
dimension d de l’espace, on comprend pourquoi les calculs en champ moyen seront 
d'autant meilleurs que d est grand. Étant donné son importance pour la physique et 
son intérêt pédagogique, nous allons présenter plusieurs dérivations du champ moyen. 


Exercice 7.12. [AD] [Champ Moyen I.] C’est le terme d’interaction à deux corps 
Z<ij> oo: qui empêche de factoriser la fonction de partition : l’hamiltonien n’est 
pas somme d’hamiltoniens indépendants. Pour obtenir un hamiltonien approché 
qui le soit, on part de l’identité 
io =(o;-m)(o;-m)+m(oi+o;)-m?, 
valable quel que soit m et on choisit m = (a), quantité bien sûr inconnue mais 
qu’on calculera par la suite. 
1. À quelle condition peut-on négliger Z.;,-(œi-m)(o;-m)? 
2. Montrer qu’alors l’hamiltonien H peut s’écrire comme une somme d’hamil- 
toniens h(m, o';) indépendants. 
3. En minimisant l’énergie libre par rapport à m, calculer la fonction de parti- 
tion approchée, et en déduire l’équation implicite qui détermine m. 
4. Résoudre graphiquement cette équation. Examiner soigneusement le cas 
B=0. 
5. Écrire un programme calculant numériquement la fonction m(T). On pourra 
prendre] =1,q=6et B=10$. 
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Exercice 7.13. [AD] [Champ Moyen II.] La dérivation précédente, intuitive, ne 
donne pas de borne inférieure à l’erreur commise sur l'énergie libre. La dérivation 
qui suit est de ce point de vue plus précise. On écrit H = Ho + (H Ho), où Ho est 
un hamiltonien de particules indépendantes que l’on détermine par une procédure 
variationnelle de minimisation de l’énergie libre du système. On établit d’abord 
un lemme mathématique, puis on dérive le « meilleur » champ moyen au sens que 
l'on vient de définir. 

1. Montrer à l’aide d’un dessin que si une fonction g(x) est convexe (c’est-à-dire 

toujours située au-dessous de ses sécantes), alors 


(g(x)) 2 g((x)). 


En déduire 
(ed) > eV), (7.5) 

2. On pose H; = H-Hb et l’on écrit H = Ho + Hi. Soit Zo et Z les fonctions de 

partition correspondantes. Montrer que 

Zi) > che 
Z Fe 
Il faut comprendre (X)o, comme la valeur moyenne de l’observable X avec 
l’hamiltonien Hs. En déduire 
F<EF+(Hi)o. 


3. On choisit Hj = -AX, oi. Montrer que la recherche du À qui rend mini- 
mum la quantité F(4) = Fo + (Ho permet de retrouver les résultats de l’Ex. 
12. 


La méthode qui suit est probablement la plus élégante. Elle demande un peu de 
réflexion sur ce qu’est une moyenne. 


Exercice 7.14. [AD] [Champ Moyen IIL.] On considère le modèle d’Ising habituel 
d’hamiltonien 
H({o}) = J'Y oiv;-B D oi. 
(5j) î 
1. Montrer que si tous les spins sont fixés sauf le ième, alors la valeur moyenne de 
oi (qui ne peut prendre que les valeurs +1) est donnée par 


Ti onu Dr 2] 


30) 


64 CHAPITRE 7. MODÈLE D'ISING 


où j(i) représente les g indices plus proches voisins de 1. (g est la coordinence 
du réseau). 


2. En prenant la moyenne statistique sur toutes les configurations de spins et 
en assimilant la valeur moyenne d’une fonction à la fonction de sa valeur 
moyenne, déduire l'équation classique d’auto-cohérence de la théorie du 
champ moyen 


(œ) =tanhB((o)q] +B). 


Nous allons enfin montrer dans l'exercice suivant ? qu’on retrouve l'énergie libre 
du champ moyen dans un modèle d’Ising à coordinence infinie (où tous les spins 
«sentent » tous les spins). L’hamiltonien * s’écrit 


où on aura utilisé le fait que o° = 1. 
Cette méthode est un peu plus longue. Elle a l’intérêt d'utiliser des procédés de 
calcul très courants en physique théorique. 
Exercice 7.15. [AD] [Champ Moyen IV.] 
1. Démontrer l'identité mathématique 


2 1 _Lp4 3 
= — | dye Tv, 
=) 


2. En utilisant cette identité, écrire la fonction de partition Z. En interchangeant 
la somme sur les spins et l’intégration sur y, effectuer cette somme. 


3. Appliquer la méthode du col à l’intégrale qui donne Z. 


Exercice 7.16. [AD] [Chaleur spécifique.] 
1. Dans l’approximation du champ moyen, exprimer la chaleur spécifique par 
spin, c, en fonction de m, magnétisation moyenne par spin. 


2. Montrer que pour une température T légèrement inférieure à la température 


critique T,, on a 
m = 31 T 
= TL.) 


3. Examiner la limite de c quand T — T;. Donner l'allure de c(T) 


3 Tiré de The theory of critical phenomena, J. J. Binney et al., Oxford science publications (1992). 
4 Ona divisé l'interaction par N pour que l'énergie reste finie à la limite thermodynamique. 
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Exercice 7.17. [D] [Antiferromagnétisme.] Faire, à l’image de ce qui a été fait 
pour le modèle ferromagnétique, une théorie de champ moyen pour le modèle 
antiferromagnétique sur un réseau cubique simple. La magnétisation n’est plus ici 
le bon paramètre d’ordre : à température nulle, le système est ordonné, tous les 
spins sont alternés et la magnétisation est nulle. Il faut distinguer deux sous-réseaux 
1 et 2 imbriqués et le bon paramètre de contrôle devient msg = M1-Mm2. 

Tracer dans le plan {B, T} le lieu des points où msg = 0 (ligne critique). 


Exercice 7.18. [AD] [Bi-couche.] Traiter le problème 7.11 à l’approximation du 
champ moyen. 


7.6 Exemples d'application 


7.6.1 Gaz sur réseau 


Le calcul de la fonction de partition de configuration d’un fluide peut être approché 
de bien des manières. Nous allons expliquer, en nous appuyant sur le modèle d’Ising, 
la méthode du gaz sur réseau * (lattice-gas). 

On place les molécules du fluide aux nœuds d’un réseau, et on suppose : i) qu'un 
site ne peut avoir qu’une ou zéro molécule, ce qui simule le cœur dur de linteraction, 
ii) que l'interaction attractive, €, ne s'exerce qu'entre plus proches voisins (ce qui 
simule la courte portée de l’interaction). L'hamiltonien s’écrit 


Hic =-€ > ninj, (7.6) 


<ij> 


où le nombre d'occupation du ième site n; vaut 0 ou 1, suivant que le site est vide ou 
occupé. On ne peut pas passer simplement au modèle d’Ising par la transformation : 


ni = SU +0) (7.7) 


parce qu’on doit avoir un nombre de particules À = > ñ; constant, ce qui reviendrait, 
suivant l’Éq. 7.7, à fixer la magnétisation totale. 


C.N. Yang and T.D. Lee, Phys. Rev. 87 (1952) 404. Ce papier de Yang et Lee est un papier célèbre de la 
physique mathématique. Il montre pour la première fois qu’en effectuant correctement les passages à la 
limite dans des séries infinies on peut obtenir les transitions de phase liquide-gaz ou liquide-solide avec 
les seules hypothèses de la mécanique statistique. Pour avoir pris quelques libertés avec ces passages à la 
limite, de grands physiciens, comme les Mayer, avaient échoué. 
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Exercice 7.19. [Gaz sur réseau] Montrer qu’on peut mettre en bijection la fonction 
de partition grand canonique du gaz sur réseau avec la fonction de partition 
canonique du modèle d’Ising avec champ magnétique. 


Remarque sur la transition de phase liquide-gaz : On a vu que, dans le modèle d’Ising, 
le seul point délicat était pour T < T. et B=0. À quoi correspond ici la magnétisation 
spontanée ? Faisons donc © +5 = 0 et T < T.. Avec le dictionnaire établi dans le corrigé, 
la traduction donne 


_ € 
H— 45 
et deux densités au choix 
+ 1—mo(T) 
À 2 
. 1 + mo(T) 
rs. 


où Mmo(T) représente la partie droite de la fonction m dessinée Fig. 7.2. On remarque 
que m+n, = 1. Il est naturel d’associer la phase de haute densité à la phase liquide (la 
phase « spin up ») et la phase de faible densité à la phase gazeuse. Donc quand T <T,, 
si la densité n est comprise entre n, et nj, le système se sépare spontanément en deux 
sous-systèmes homogènes de densité n; et ng. 


Exercice 7.20. [AD] [Champ moyen] Calculer, à l’approximation du champ moyen, 
l'équation d'état du gaz sur réseau. 


Remarque sur la comparaison des résultats du gaz sur réseau en champ moyen et 
l'équation de Van der Waals : L'exercice 7.20 montre qu’en coordonnées universelles 
(P=plpe, V = V/V.et T = T/T.), l'équation d’état prend la forme 

ss : 1 1 

P=c[Tlog(1i-—)+—- 7.8 

(Flog(i-—)+ 5) (7.8) 
avec c = 2/(1-210g2) pour g = 6. Il a suffit de porter kÇT. = ge/4, n = 1/2 dans 
l'équation 7.28. Pour un gaz de Van der Waals, on sait que 
8T 3 

3ÿ-1 V2 
Les deux courbes sont très voisines (voir Fig. 7.2). 


Pyaw = (7.9) 


Numériquement, à faible densité, on peut voir que PGŸ + 2.59T alors que 
Pyaw V = 2.67T. C’est un petit miracle (dû à ce que-c/2 + 8/3) qui n’a rien à voir avec 
la limite du gaz parfait : le changement d’échelle n’a en effet aucun sens dans ce cas. 
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FIGURE 7.2. Équation d’état en coordonnées universelles : à droite, dans 
l’approximation de Van der Waals (et construction de Maxwell), à gauche 
avec le gaz sur réseau. 


7.6.2 «Le problème des philosophes » 


Dans cette exemple proposé par Edsger Dijkstra (informaticien hollandais, prix Turing 
en 1972) pour modéliser un problème informatique de gestion de ressources partagées, 
ñn philosophes chinois sont placés autour d’une table. Chaque philosophe peut décider 
de manger (état 1) ou bien de penser (état 0). Mais il ne peut manger que s’il peut 
prendre les baguettes disposées à sa droite et à sa gauche. Comme les philosophes sont 
pauvres, chaque baguette est partagée entre philosophes voisins ; ainsi le philosophe 
assis en position : partage sa baguette de gauche avec le philosophe en position 5-1 et 
sa baguette de droite avec le philosophe en position + 1. La table étant circulaire, les 
positions sont numérotées modulo n. Un état du dîner des philosophes peut donc être 
représenté par un ensemble de (p1,...,p,) où chaque p; prend une valeur dans {0,1}, et 
tel que pour tout à, si p; = 1 (le ième philosophe mange) alors pi_1 = pi+1 = 0 (ses voisins 
jeûnent). On réalise un programme qui simule le comportement des philosophes et 
qui peut afficher à tout moment l’état du système. La question est la suivante : combien 
d'états différents possède le système ? 


Exercice 7.21. [AD] Le problème informatique peut se ramener à l’énoncé suivant : 
on considère n sites sur un cercle avec deux états possibles (par ex. +1) chacun. Le 
nombre total d’états est donc 2”. On veut calculer le nombre total d’états Z, quand 
on exclut toutes les configurations contenant deux états +1 voisins. 


1. Calculer Z, pour n =2,3,4et 5. 


2. Une solution générale possible est la suivante. On considère le modèle d’Ising 
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à 1d avec champ magnétique 


ñ h 
H= JY TiT'i+1 BD oi. 
i=1 i=l 


On le prendra cyclique, c’est-à-dire que &,41 = 1. On a vu dans l’Ex. 7 que 
sa fonction de partition canonique s’écrivait 


Q:(B) = A+, 
avec 
A:=@/cosh8B+ VA et A'=e#) sinhBB+e #]. 


(a) L'énergie du système peut être considérée comme somme des énergies 
des paires de spins voisins : 


ñ 
1 
H Ye; avec &= Jovi Boit oi). 


i=1 


On pose désormais } = -1 et B = -2. Quels sont les états d'énergie 
possibles de ces paires ? Quels sont donc les microétats qui assurent la 
plus basse énergie du système ? Calculer Eo, l'énergie de ce fondamental. 


(b) Dans le développement à basse température de la fonction de partition 
canonique 


Qn(8) = g(Eo)e PP + g(E)e PE +... 


que représente les g(E;) ? 
En se limitant à l’ordre le plus haut en B, montrer que 


Zn D'un eQ, (8). 
(c) Effectuer ce calcul. Vérifier que les Z, sont entiers. Écrire explicitement 
Zi,22°°Z5. 
3. Recherche d’une solution plus directe. 


(a) Vérifier que le Z, calculé précédemment est solution de l'équation 
Zn = Zn-1 + Zn-2. 


On reconnaît la suite de Fibonacci. 
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(b) On cherche un raisonnement direct par récurrence. Pour ce faire on 
appelle Z,(1) (resp. Z;(-1)) le nombre de microétats avec la contrainte 
que dy = 1 (y =-1). Manifestement 


Zn = Zn(1) + Zn(-1). 


Évaluer Z,(-1) en fonction de Z, : et de Z,_2(1), puis Z,(1). Conclure. 


CHAPITRE 8 


Mouvement brownien et ADN 


E MOUVEMENT BROWNIEN a été découvert en 1827 par le botaniste anglais Robert 
Brown pour des grains de pollen en suspension dans l’eau. Il fit l’objet d’études 
qualitatives au cours du xrx* siècle, notamment par Louis-Georges Gouy en France, 
qui décrivit correctement l'influence de la température, de la viscosité du fluide, de 
la taille des particules observées etc. Mais ce n’est qu’en 1905 qu’une théorie en fut 
donnée, simultanément et indépendamment, par Albert Einstein et William Suther- 
land. Pour Einstein, l’enjeu est l’existence des atomes et des molécules. En effet, en 
observant le mouvement de particules de taille micronique, on se situe à l’interface du 
monde microscopique et du monde macroscopique : les particules browniennes sont 
suffisamment grosses pour être observées au microscope, et suffisamment petites pour 
être sensibles aux fluctuations des chocs des molécules sous-jacentes, inobservables di- 
rectement. La mesure de la diffusion des particules doit permettre d’obtenir le nombre 
d’Avogadro, et contribuer ainsi à fonder la théorie atomiste de la matière. Peu après, 
Paul Langevin introduit la notion de force aléatoire et jette les bases de ce qui deviendra 
le calcul stochastique. Marian Smoluchovski introduit la notion de marche aléatoire, 
ou marche au hasard : le contexte physique dans lequel le mouvement brownien se 
déroule est remplacé par un simple processus itératif aléatoire, sans mémoire, dans 
lequel chaque pas est indépendant du pas précédent !. Aujourd’hui, le mouvement 
brownien et ses variantes se retrouvent dans beaucoup de domaines de la connaissance : 
physique, chimie, biologie, mathématiques, économie. 

Les premiers exercices de ce chapitre explorent le lien entre marche aléatoire, 
processus discret, et diffusion, phénomène continu. Le dernier problème est une 
adaptation d’un travail de recherche récent en biologie où le mouvement brownien est 
utilisé comme instrument de mesure. 


Le mot aléa vient du latin alea qui veut dire « jeu de dés », puis, par extension, hasard (qui vient de l’arabe 
az-zahr qui signifie aussi « dés »). Stochastique est un mot plus savant venu du grec oToyacoTikos qui, 
curieusement, ne signifie pas le hasard, mais plutôt « qui tend vers un but », puis « habile à conjecturer ». 
Il est amusant de voir que le mot oroyaotn signifie « le devin » ; quel rapport avec le hasard ? 
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8.1 Marche aléatoire 


Beaucoup de suites sont définies par des processus itératifs : on se donne xo, puis une 
loi Xx:+1 = f(x:). Intéressons-nous au cas où f dépend non seulement de la variable 
x, mais aussi d’une variable aléatoire, par exemple du résultat d’un tirage à pile ou 
face. On comprend que tout ce qu’on peut espérer prévoir dans ce cas sont des valeurs 
moyennes : moyennes prises sur un grand nombre d’expériences et/ou moyennes 
temporelles pour des grands temps (n — co). C’est l’exemple de la marche aléatoire 
(encore appelée marche de l’ivrogne — quand elle a lieu sur les nœuds d’un réseau - ou 
de la fourmi saoule ou mouvement brownien). Imaginons un ivrogne qui se déplace 
sur une route. Il fait un pas en avant ou en arrière avec, à chaque fois, la même 
probabilité p = 1/2. S’il est complètement ivre, les directions de chacun de ses pas sont 
indépendantes. Supposons qu’il fasse des pas de même longueur (1 m, par exemple) 
que nous prendrons comme unité de longueur. Soit x, son abscisse au bout de n pas. 
Clairement : 


Xn+1 = Xi + En 
où €, vaut 1 ou —1 suivant le résultat d’un tirage à pile ou face. 


Exercice 8.1. [PD] Calculer la limite de la valeur moyenne (x,) quand n — co, 
Calculer ensuite la valeur moyenne de x2. En déduire que l’ivrogne, en moyenne, 
s’éloignera infiniment de son point de départ. 

Pouvez-vous généraliser à deux et trois dimensions ? 


Indication. Considérer la valeur moyenne de x2. 


Exercice 8.2. [PD] 


1. Appliquer le théorème de la limite centrale à la variable aléatoire 


# 
Xn = X0 + ne é. 
j-1 


Retrouver les résultats précédents ainsi que la loi de distribution asympto- 
tique de x;. 


2. Mêmes questions si on suppose que la probabilité de tirer 1 et —-1 est respecti- 
vement p et q. 
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8.1.1 Passage à la limite continue 


On pose t = nr et on suppose que la longueur du pas élémentaire n’est plus 1, mais h; 
h est le pas en distance et 7 le pas en temps. On les fait tendre tous les deux vers 0. On 


posera 


. 2 
@-dh LP 
T 2T 





Exercice 8.3. Montrer que, pour passer à la limite continue, il faut supposer que h 
et T tendent vers 0, mais de telle sorte que D reste fini et quep-gq-h. 


On peut maintenant dériver autrement la loi de probabilité continue précédente. 
Écrivons que l’événement « la particule se trouve en x à l’instant {+7 » résulte de deux 
événements disjoints : «elle se trouvait en x—h ou en x+ h à l'instant f ». On a, avec 
des notations évidentes 


P(t+r)=pP(x-h,t)+qP(x+ht). (8.1) 


Exercice 8.4. [PD] 


1. Montrer que si on se limite aux termes en r et h?, l’Éq. 8.1 peut se ramener à 
l'équation différentielle aux dérivées partielles 


ôP  dP OP 


d— dr PP (8.2) 


2. En prenant la transformée de Fourier par rapport à x, intégrer cette équation. 


8.2 Micromécanique de l'ADN 


Ce problème a été proposé par Marc Mézard aux étudiants de l’École Polytechnique ?. 
Il est à la limite d’un compte rendu de travail de recherche sur un sujet tout à fait 
d'actualité. Nous l’avons très légèrement remanié. 

Il s’agit de déterminer la caractéristique force-élongation d’un brin d'ADN au-delà 
du régime linéaire. On fixe une des extrémités à un support, et on attache à l’autre 
extrémité une petite bille magnétique qui va jouer le rôle de particule brownienne : 
suffisamment grande pour être observable, suffisamment petite pour être sensible aux 
fluctuations thermiques. En l'absence de champ magnétique, cette bille est soumise au 


? Problème de Physique Statistique Voie C, 28 juin 2000. 
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El 


7 


x 


FiGurE 8.1. Géométrie du bâtonnet et de la force appliquée, et choix du 
référentiel. 


mouvement brownien naturel isotrope lié à la température du milieu. Lorsqu'on 
applique un champ magnétique, la bille magnétique s'oriente dans le champ et 
exerce une force sur le brin. L’amplitude du mouvement brownien de la bille s’en 
trouve modifiée, et sa mesure permet de remonter, via différentes modélisations, à 
la caractéristique force-élongation cherchée. L'exercice 8.5 explore des modélisations 
de plus en plus détaillées du brin d'ADN. La difficulté va donc croissant au cours des 
questions, depuis [PD] jusqu'à [TD]. 


Exercice 8.5. Le problème comporte 5 parties. Il est conseillé de les traiter dans 
l’ordre. La partie I est nécessaire pour l’ensemble du problème. Les parties IL, IE, 
et IV sont pour l’essentiel indépendantes les unes des autres. La partie V utilise les 
résultats de la partie IV. 

Toutes les mesures expérimentales ont été faites à la température ambiante 
de 293K. On rappelle quelques unités utilisées ici : 1 nm = 10m, 1 pN = 107 2N. 
La constante de Boltzmann vaut k= 1.38 x 102J/K. La fonction coth(u) possède 
les développements asymptotiques suivants : coth{(u) - 1/u+u/3 pour u — 0, et 
coth(u) + 1+2e 2" pour u — oo, 


I. Généralités et ordres de grandeur 

On s'intéresse ici aux propriétés physiques de chaînes d'ADN double brin en 
solution. 

À cause de sa structure en double hélice, la molécule d'ADN est assez rigide : 
sur des échelles de distance inférieures à quelques dizaines de nanomètres, elle se 
comporte comme un bâtonnet rigide. On considère tout d’abord un seul bâtonnet 
de longueur b dont une extrémité est fixée à l’origine O, tandis que l’autre extrémité, 
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si 


Ro 


x 


FIGURE 8.2. Géométrie de l’expérience : la force extérieure appliquée à la bille 
de verre est la force verticale F, la force exercée par la molécule est la force 
radiale F,. 


appelée M, est soumise à une force Ê dirigée suivant l’axe Oz (voir Fig. 8.1). Le 
point M se déplace donc sur une sphère de rayon b, on repère sa position par les 
angles 8 et ÿ en coordonnées sphériques. L'énergie de ce système s’écrit : 


E=-Êr=-Fbcose. (8.3) 


Ce bâtonnet est à l’équilibre thermique, à la température T, et on néglige dans tout 
ce problème les effets quantiques. 


1. Lorsque la force F est nulle, montrer que la densité de probabilité pour que 
les coordonnées de M soient 8 et @ est : 


Po(8,&) = = sin@. (8.4) 


2. Exprimer en fonction de b et T l’ordre de grandeur de la force caractéristique 
nécessaire pour orienter le bâtonnet malgré l'agitation thermique. Pour un 
système à température ambiante, calculer l’ordre de grandeur correspondant 
lorsque le bâtonnet est 
— un fragment d'ADN de longueur b = 50 nm 
— une épingle de longueur b = 3 cm. 


3. En présence de la force F non nulle, montrer que la densité de probabilité 
pour que les coordonnées de M soient 8 et devient : 


1 
Pr(8,9)= > singe/Fbcosé, (8.5) 
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Que vaut la constante de normalisation Z ? Montrer qu’elle ne diffère de la 
fonction de partition canonique que par un facteur multiplicatif indépendant 
de la force, et qu’on ne cherchera pas à calculer. C’est ce qu’on appelle la 
fonction de partition de configuration, qu’on nommera tout simplement 
fonction de partition dans la suite. 

4. Comment peut on déduire la valeur moyenne < cos > de la dépendance de 
Z dans la force F? Calculer l'altitude moyenne < z >= b < cos@ > du point 
M. Donner l'allure qualitative des courbes < z > en fonction de F pour deux 
températures Ti < T2. 


II. Mesures de forces : mouvement brownien 

[PD] On s'intéresse maintenant à une chaîne de plusieurs um de long, qui 
n’est plus un bâtonnet rigide, mais se comporte maintenant comme un objet 
élastique, dont on va chercher à mesurer l’élasticité. Pour ce faire, on ancre la 
chaîne d'ADN d’un côté à une plaque de verre, sur un point origine O, l’autre côté 
étant attaché à une petite bille magnétique sur laquelle on peut tirer à l’aide d’un 
gradient de champ magnétique. Celui-ci crée sur la bille une force verticale F = F2 
(Fig. 8.2), que nous supposerons constante dans le domaine où se déplace la bille. 
Le problème est alors de mesurer cette force, ce que l’on peut effectuer en pratique 
en étudiant le mouvement Brownien de la bille, comme nous allons le voir ici. 

La molécule d’ADN crée une force de rappel radiale Ë,(d) qui dépend de son 
élongation d de manière en général non linéaire. La courbe F,(d), dite caractéris- 
tique force-élongation, est la quantité que l’on cherche à mesurer. On repère la 
position de la bille par ses coordonnées 7 = (x, y,z), comme indiqué Fig. 8.2. La 
position d’équilibre se situe au point #4 = (0,0,£) où £ est tel que F=F,(£). 

1. On s'intéresse à des déplacements de la bille de faible amplitude au voisinage 
de cette position d’équilibre. Lorsque la bille est en 7 = (x,y,£+ h), quelle est 
l'expression de la force totale À, s’exerçant sur elle, au premier ordre dans 
chacun des rapports x/#,y/€,z/£, à l’aide de la fonction F,(d) ? 

2. Montrer que É dérive d’un potentiel U (ot =_Ÿ U), où U est un potentiel 
harmonique anisotrope : 


dE Sd + sk +p). (8.6) 


Que valent les constantes élastiques ky et k. ? 

3. Ce système étant à l'équilibre à la température T, quelle est la densité de 
probabilité des fluctuations de position 7-7, = (x,y,h) autour de la position 
d'équilibre ? 
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FIGURE 8.3. Enregistrements de la position de la bille dans l'expérience (en 
horizontal : coordonnées x, dont l’échelle se lit en haut de la figure; en 
vertical : coordonnée z, dont l’échelle se lit à droite de la figure), pour cinq 
valeurs différentes de la force appliquée. 


4. A l’aide d’une caméra, on enregistre les positions de la bille tous les 1/50 s. La 
figure 8.3 montre les nuages de points obtenus pour cinq valeurs de la force 
(de bas en haut : F; < F; < F3 < F4 < F5). Que peut-on dire qualitativement 
de l’évolution des constantes élastiques ky et k, ? Quelle information cette 
observation nous fournit-elle sur la caractéristique F,(d) ? 


5. Pour chacune de ces forces, on mesure la valeur moyenne du déplace- 
ment carré < x? >. On trouve respectivement, exprimé en ym?, < x? >= 
-63,.30,.11,.025,.008 (pour chacun des nuages de points précédents, de bas 
en haut). Quelles sont les valeurs, en pN, de chacune des forces F1,F2,F3, F4, 
Fs exercées sur la bille ? 
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FIGURE 8.4. Caractéristique force-élongation d’une molécule d'ADN : les 
points sont les résultats expérimentaux obtenus avec différentes molécules. 
Les courbes sont les trois courbes théoriques obtenues dans la chaîne avec 
maillons indépendants (voir paragraphe d). La figure insérée est un agran- 
dissement du régime de basse force. 


III. Un modèle simple d’élasticité de l'ADN 

[PD] Les mesures expérimentales de la figure 8.4 montrent la caractéristique 
force-élongation mesurée pour une molécule d'ADN contenant 97 000 paires de 
base. La distance entre deux paires de bases consécutives dans cette molécule étant 
de 3.37 À, la longueur maximale de la molécule, lorsqu'elle est complètement 
étirée, est Lo = 32.7 um. 

On modélise cette molécule par un ensemble de N bâtonnets rigides de 
longueur b, identiques à celui étudié dans la partie I, et librement articulés les uns 
aux autres. La chaîne est donc caractérisée par les N vecteurs 71,...,7N, de norme 
égale à b, qui donnent les orientations de chacun des bâtonnets. Comme dans la 
première partie, on choisit un référentiel tel que l’axe Oz soit orienté suivant la 
force, et le vecteur 7; est caractérisé par les angles 6;,d; en coordonnées sphériques, 
l'angle 9 étant mesuré par rapport à la direction de la force F. L'énergie de ce 
système en présence de la force extérieure F vaut : 


N N 


E=-E. > = _Fh > cos, (8.7) 


i=1 i=1 


8.2 MICROMÉCANIQUE DE L’'ADN 79 


Le système est toujours à l’équilibre thermique à la température T. 


1. Quelle est la distribution de probabilité de l’ensemble des 2N angles {6;, d:} ? 
2. Calculer les valeurs moyennes des trois composantes r°, FF , 1? du vecteur ñ. 
3. Tracer qualitativement la courbe de l’élongation moyenne d de la chaîne en 


fonction de la force F appliquée. Montrer que d/Lo se comporte, à petite 


force, comme 
d  1Fb 


ee 8.8 
Lo 3KkT (8) 
et, à grande force, comme : 
d KT 
—<l-—. 8.9 
Lo Fb Re 


4. D’après les données expérimentales à petite force (Fig. 8.4) quelle valeur de 
b devrait-on adopter pour rendre compte correctement de ce régime des 
petites forces ? La Fig. 8.4 montre en traits pleins le résultat de ce modèle 
pour trois valeurs de b, respectivement b = 500 À, 1 000 À, 2 000 À (de haut 
en bas). Qu’en pensez vous ? 


5. Calculer les valeurs moyennes (RP) (te je ((r )?), ainsi que les corréla- 
tions ir) (r 4 }, (rire. En déduire, dans ce modèle, les fluctuations de la 
bille autour de sa position d’équilibre. Comparer aux résultats de la partie II. 


IV. Un modèle plus réaliste : maillons corrélés 

[AD] Nous étudions dans cette partie un modèle un peu plus réaliste de la 
molécule. Celle-ci est toujours représentée par une suite de N bâtonnets rigides, 
repérés par les vecteurs 7; tels que || = b, comme dans la partie III dont nous 
conservons toutes les notations. En revanche l'articulation entre deux maillons 
successifs n’est plus libre : il y a un coût énergétique associé au fait que deux 
maillons successifs ne sont pas alignés. L'énergie de la chaîne en présence de la 
force extérieure F est donc : 


N 


e-R[Y 


i=1 





K N-1 
= Din (8.10) 
i=1 


où K est une énergie caractéristique associée à la courbure entre maillons successifs. 
Nous cherchons toujours à calculer l’élongation moyenne de la chaîne, d= XN, < 
r* >, et nous allons étudier son comportement dans les deux régimes de faible 
force et de grande force. 
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A. Régime de faible force 


1. On regarde tout d’abord le cas où la force extérieure Ê est nulle, et on 
dénote par (O)o la valeur moyenne de l’observable © considérée à l'équilibre 
thermique à la température T, lorsque Ë = 0. En utilisant la symétrie de 
l'énergie (8.10) par rotation globale de toute la chaîne, montrer les identités 
suivantes : 


(ro = (0 = (lo =0, (8.11) 


et 


ro = (ro = (rio . (8.12) 


2. Écrire l’élongation moyenne. On pourra introduire la partie dominante de 
l'énergie Eo = —£ ZM ff qui est indépendante de la force appliquée. 
Montrer alors en utilisant la question a) que l’élongation moyenne d est 
linéaire en F à petite force, et que 


dd\ BV» 
. - Ze | (8.13) 


3. On considère deux maillons ï et j, avec i < j, et on cherche à calculer la valeur 
moyenne (7.7). Montrer d’abord que 


1 BK 
LUCE = D(BK), (8.14) 


où D(BK) est une fonction de BK seulement, indépendante de f; 1, dont 
on donnera l’expression. L'intégrale d[7] dénote toujours une intégrale sur 
la sphère |] = b, qui s’exprime en fonction des angles 0,9 donnant 7 en 
coordonnées sphériques sous la forme d{7] = b? sin 0d0d@. 
Montrer que | 
MAT 
D ee à 8.15 
7e JT dti, er Prairie " 


On regarde maintenant, dans le rapport (8.15), chacune des intégrales sur 7 
apparaissant au dénominateur et au numérateur. 

On considère l’intégrale correspondante W apparaissant au numérateur de 
(8.15) : 


N= — | dti Pen? Fi, (8.16) 
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Montrer que cette intégrale s’écrit : 


aD 


NRA Tex) 


(8.17) 
Pour ce faire, on pourra par exemple se placer dans un référentiel où l’axe 
numéro 3 est pris selon la direction de 71, et représenter 7; par ses angles en 
coordonnées sphériques dans ce nouveau référentiel (de sorte que, dans ce 
référentiel, ; = (bsinaæcosÿ, bsinaæsiny,bcosa), et ff; 1 = b?cosa). 

En déduire la relation de récurrence reliant la fonction de corrélation entre 
maillons i et j (avec ji > 1) à celle entre maillons i et j—1 : 


(f.f)o = (.6-1)0 8(BK) , (8.18) 


où g(u) = coth(u)—1/u. 

4. Montrer que la fonction de corrélation à force nulle, (%;.7)o, décroît expo- 
nentiellement avec la distance entre les maillons. On définit la longueur de 
persistance é par 

il 
Fflo=be €. (8.19) 
Quelle est l’interprétation physique de £? Donner l'expression générale de é, 
ainsi que son comportement à K grand. 

5. En utilisant les résultats des questions b) et d), calculer le coefficient de 
proportionnalité entre élongation et force à petite force, 0d/0F|r-0, pour une 
grande chaîne (N >> 1). Montrer que, lorsque BK >> 1, l’élongation vaut, 
dans le régime de petites forces : 


dé BREL) (8.20) 


B. Régime de grande force 

[TD] Dans ce régime la molécule est proche de son état entièrement étiré, une 
configuration limite caractérisée par 7; = (0,0,b). Pour des petites fluctuations 
autour de cette configuration, on écrit #; = (b4;, ,/b2(1 -#)), où x; est un vecteur 
transverse sans dimension à deux composantes donnant les fluctuations dans le 
plan orthogonal à la force appliquée F. 


1. Donner l'expression de l’énergie de la chaîne en termes des coordonnées 
transverses %;, développée à l’ordre deux dans les #.. 
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2. On s'intéresse à un morceau de la chaîne contenant seulement les maillons 


numérotés de 1 à p (la chaîne est donc coupée après le maillon p : les maillons 
p+1 à N n'existent pas), et on fixe le vecteur transverse #,, alors que tous les 
autres fluctuent, à l'équilibre avec un bain thermique à la température T. La 
fonction de partition canonique de ce système est appelée Z,(x,). Montrer 
l'équation de récurrence reliant la fonction de partition Z, (4) à celle d’un 
morceau de longueur p-1, appelée Z,_1(%)-1) : 


Z(&) = CerFr% Î die? Ch) 7 (1), (8.21) 


où C est une constante, indépendante de %,, qu’on ne cherchera pas à calculer. 


. On considère la limite où BK est grand et BFb est petit. En changeant de 


variable d'intégration, de #,_1 à 4 = (%,-X%,-1) VBK, montrer que l’équation 
de récurrence s'écrit, à l’ordre dominant, y compris pour Z,_1(%,-1) dans les 
quantités 1/(BK) et BFb A supposées petites, sous la forme : 


1 


b 
Zi) =C'|Z;1(&) BF Xp (&)+ DK 


AZyi@)l, (822) 


où C’ est une constante, indépendante de %,, qu’on ne cherchera pas à 
calculer. 


. Montrer que l'équation de récurrence (8.22) possède une solution de la forme 


Zh() = Aer, (8.23) 


Que vaut «æ? 


. On considère dans la chaîne complète, comportant donc N maillons, le 


maillon numéro p (avec 1 < p < N). Pour étudier , on intègre sur toutes les 
autres variables X1,...,% 1, #+1,...,X#n. Montrer que la densité de probabilité 
de x, s'écrit : 

Zp (&)ZN-p (&) 
2 


Calculer (x,), et en déduire la valeur de l’élongation d/Lo en fonction de la 
force dans ce régime de grande force. Comment la dépendance de d/L, en 
fonction de F se compare-t-elle au résultat du modèle simple étudié dans la 
partie III ? 


P(8,)= (8.24) 
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6. Supposant toujours BK >> 1, montrer que l’élongation dans ce régime s’écrit 
en termes de la longueur de persistance £ définie en (8.19) comme : 


— 1 l (8.25) 


Lo  2VBFÉ 





V. Comparaison avec la courbe expérimentale 

On cherche à comparer la courbe expérimentale (Fig. 8.5) avec les résultats 
du modèle d’une chaîne à maillons corrélés étudiée dans la partie IV. On suppose 
toujours que b est petit, K est grand, mais la longueur de persistance £ reste finie. 


1. D’après les résultats expérimentaux obtenus à basse force, quelle valeur de £ 
doit on adopter dans le modèle ? 


2. La courbe de la figure 8.5 montre la force F en fonction de l’élongation d/Lo, 
ainsi que, en traits pleins, la courbe 


1 1 d 
FR) . 


avec Fo = .078pN. Qu'en pensez vous ? Comment ce résultat se compare-t-il 
à l’analyse du modèle à grande force et à petite force de la partie IV ? 


3. Expérimentalement, on peut étirer la molécule à des longueurs d supérieures 
à Lo. Dans le régime d - Lo (pour des forces comprises entre 1 et 50 pN), 
on voit sur la courbe expérimentale de la Fig. 8.5 que l’élongation varie 
linéairement avec la force. Comment faudrait-il modifier notre approche 
pour rendre compte de ce régime ? 
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Superposition of o= 0 data. 


Force (pN) 








0.5 1 15 


Relative Extension 


FIGURE 8.5. Caractéristique force-élongation, en diagramme semi- 
logarithmique : les points sont les résultats expérimentaux obtenus avec diffé- 
rentes molécules, la courbe est le tracé de la fonction (8.26) avec F5 = .078pN. 


CHAPITRE 9 


Percolation 


E MODÈLE de percolation ! est relativement peu enseigné ; comme c’est regrettable 
L au vu de son intérêt théorique et pratique, nous allons en présenter une brève 
introduction. La percolation est un exemple de transition de phase purement géomé- 
trique. Donnons deux exemples typiques : 

— On considère un réseau métallique plus ou moins rouillé. Soit p la probabilité 

qu’une maille soit conductrice, 1—p qu’elle ne le soit plus. Si le réseau est infini, 
il existe une probabilité critique, p., telle que si p > p., le réseau entier devient 
conducteur. En d’autres termes dès que p devient inférieur à p. (même de très 
peu) il y a un changement dramatique : de conducteur, le réseau passe à isolant. 
— On considère un mélange de limaille de fer et de sucre. Soit g la probabilité 
qu'un grain de matière soit du fer. Dès que g est supérieur à un certain q,, ce 
mélange devient conducteur. 

Le premier exemple est celui d’une percolation de liens. Il y en a bien d’autres : 
liaisons téléphoniques, approvisionnements, gélification, appartiennent à cette ca- 
tégorie. Le deuxième exemple est une percolation de sites (apparition d’îles en cas 
d’inondations). La distinction n’est pas toujours évidente (propagation d’épidémies, 
de feux de forêts. .….). La percolation définit des amas, ensembles de liens actifs (généra- 
lement) entre plus proches voisins ou de sites (plus proches voisins) occupés. Dans 
tous les cas on peut définir un paramètre de contrôle (p ou g) et un paramètre d’ordre, 
qui est généralement le quotient de la taille du plus gros amas S,, et de la taille du 
système S. Dans un système infini, le paramètre d’ordre croît brusquement de zéro à 
des valeurs finies dès que le paramètre de contrôle dépasse une valeur critique. Dès 
que $,/S devient non nul, le plus gros amas devient percolant ?, c’est-à-dire qu’il passe 
d’un bord à l’autre du système. Juste au seuil de percolation, cet amas a une structure 
fractale : le nombre de sites (ou de liens actifs) de cet amas contenus dans une boite de 
côté R croît comme R#, où d’ 4 d, dimension de l’espace. Par exemple d’ = 91/48 à 2 
dimensions et + 2.3 à 3 dimensions. On montre également que pour la valeur critique 


L'ouvrage de base est Introduction to percolation theory, par D. Stauffer et A. Aharony, Taylor and Francis, 
Londres 1994. 
? On peut montrer qu’il est unique. 
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du paramètre de contrôle, la distribution en taille des fragments obéit à une loi de 
puissance 


1 
ns) - a 


où 7 (comme d’) ne dépend pas du réseau, mais seulement de la dimension de l’espace : 
T = 187/91 pour d=2etr = 2.18 pour d = 3. C’est un exposant universel, comme 
d'. L'exercice qui suit définit la notion de loi d’échelle et permet de voir qu’une loi de 
puissance n’a pas d’échelle (voir l’Ex. 9.1). 


Exercice 9.1. On dit d’une loi de distribution p(x) qu’elle n’a pas de loi d’échelle si 
pour tout b il existe une fonction g(b) telle que 


p(bx) = g(b)p(x). (9.1) 


Montrer que seule la loi de puissance vérifie cette condition. 


Indication. Faire successivement b = 1 dans l’Éq. 9.1, puis dans sa dérivée par 
rapport à b. 


La percolation ne relève pas à proprement parler d’un problème de mécanique 
statistique (il n’y a pas d’hamiltonien), mais c’est un problème de physique statistique : 
on ne sait répondre qu’en terme de valeurs moyennes (par exemple combien y a-t-il 
d’amas, ou d’amas de taille donnée s, etc.) quand on effectue (en principe) une infinité 
d'épreuves. 

L’analogue avec le modèle d’Ising à champ magnétique nul est frappant : quand B 
(paramètre de contrôle) devient inférieur à B,, la magnétisation moyenne (paramètre 
d'ordre) m s’annule; ici c’est S,,/S qui passe brusquement à O0 quand p < pe. Ces 
«accidents » font partie d’une classe générale de phénomènes appelés « transition de 
phase » Ÿ. 

Il y a peu de résultats exacts en percolation, sauf bien sûr à une dimension. La 
percolation a généralement lieu sur un réseau. On appellera ici z sa coordinence (elle 
est notée g dans le modèle d’Ising), c’est-à-dire le nombre de plus proches voisins d’un 
site donné. 


Exercice 9.2. Percolation de sites sur la droite avec N sites. On négligera les effets 
de bords. 


1. Calculer la probabilité pour qu’un site pris au hasard soit extrémité gauche 
d’un amas de taille s. 


3 Du second ordre, pour les connaisseurs. 
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2. Calculer la probabilité pour qu’un site pris au hasard soit élément d’un amas 
de taille s. 


3. Commenter la somme des probabilités des questions 1 et 2. 


4. Calculer la probabilité qu’un amas tiré au hasard ait une taille s. Que vaut 5? 
Y-a-t-il un p critique, p. ? (Par « au hasard » on signifie ici qu’on a choisi de 
façon équiprobable un amas parmi tous les amas, indépendamment de sa 
taille par exemple. Ce ne serait pas le cas si on avait choisi l’amas en tirant au 
hasard un de ses sites.) 


9.1 Modèle de Bethe 


Ce qui rend les calculs de percolation compliqués sont les boucles qui apparaissent dès 
que p est suffisamment grand. Le modèle de Bethe utilise un réseau en arbre de Caley 
dessiné sur la Fig. 9.1 les évite. C’est une généralisation de la percolation à 1d. 


FIGURE 9.1. Arbre de Caley avec une coordinence z = 4 et un nombre de 
générations n = 3. 


Il est facile de montrer (Cf. Ex. 9.3) que le nombre de sites total de ce réseau est 


N= 2z=1)" 622 


2 ; (9.2) 


si nest le nombre de générations (cette formule est encore vraie, par continuité, pour 
z = 2). Le nombre de sites à la surface Ns est z(z- 1)""2, donc à la limite N — co 
(qui implique n — co), le quotient du nombre de sites en surface et en volume est 
Ns/N - (z2-2)/(z-1), indépendant de N. 

Dans un réseau linéaire, carré ou cubique de dimension caractéristique R, ce 
rapport dépend de la dimension d de l’espace. En effet, le nombre de sites total est 
proportionnel au volume V, lui-même proportionnel à R4, le nombre de sites de 
surface est en RŸ°!, et l’on a donc : 
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À la limite d — co, Ns devient proportionnel à N, comme dans l'arbre de Caley. Voilà 
pourquoi l’arbre de Caley est qualifié de modèle à d infini. 


Exercice 9.3. Démontrer l’Ég. 9.2. 


Exercice 9.4. [AD] On cherche à calculer la probabilité critique p. de percolation 
de sites dans le modèle de Bethe. 


1. Calculer le nombre moyen de chemins reliant un site déjà occupé à un site 
de la génération suivante. 


2. En déduire le nombre moyen de chemins reliant un site déjà occupé à un site 
de la nième génération suivante. 
1 


3. En considérant la limite ñn — œ, montrer que p. = ne 
VA _ 


9.2 Percolation en champ moyen 


Considérons une percolation de liens de paramètre p. On veut calculer la probabilité P; 
qu’un lien issu du site k fasse partie de l’amas percolant. Nous allons calculer de deux 
façons différentes la probabilité qu’un lien issu d’un site i arbitraire ne fasse pas partie 
de l’amas percolant. D’une part, c’est évidemment 1-P;. D'autre part, ce lien ne fait 
pas partie de l’amas percolant si et si seulement il n’est relié à aucun site faisant partie 
de cet amas. Soit (5) les indices des sites voisins du site i. La probabilité pour qu'il 
en soit ainsi est 1—pP; pour tous les sites j(1). Et donc si on suppose ces probabilités 
indépendantes (approximation du champ moyen) 


1-P;=] [(1-pP)). 


0) 
Les sites jouant des rôles équivalents, P; ne dépend pas de i et donc on peut écrire 
1-P=(1-pP}, (9.3) 


où z (la coordinence) est le nombre de plus proches voisins de chaque site. L'Éq. 9.3 est 
une équation auto-cohérente (selfconsistent, en anglais) 4. 


C’est l’analogue de l'équation du modèle d’Ising en champ moyen (voir l’Ex. 7.12 ) qui donne la 
magnétisation : 
m=tanhfB(Jqm + B). 
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Exercice 9.5. 
1. Donner une solution graphique de l’Éq. 9.3. En déduire p.. 
2. Dessiner pour z = 3 la courbe P(p) 
3. Montrer que la courbe P(p) est d’autant plus raide que z est grand. 


9.3 Exemple de renormalisation 


L'universalité et l’invariance d’échelle (notions qui s’appliquent à bien d’autres sys- 
tèmes physiques que la percolation) vont donner naissance à la théorie du groupe 
de renormalisation développée par Kenneth Wilson, qui à partir des années 1970 va 
bouleverser la physique théorique. L'invariance d’échelle, qui n'existe que pour p = p, 
signifie que si l’on considère une fraction seulement de l’amas percolant et qu'on 
lagrandit pour retrouver les dimensions de l’image originale, les deux figures sont 
similaires (les plus gros amas percolent et leur dimension fractale est la même). La 
théorie de la renormalisation fournit une procédure pour évaluer p.. Elle sort du cadre 
de cet ouvrage. Nous nous contenterons d’une illustration intuitive. 


PF (1-p} 


+ + + + — + É. 
P{I-p) 
+ — — + + + + + 
+ + p 
+ + 


FiGure 9.2. « Décimation » d’un quarteron de sites de probabilité d’occupa- 
tion p. 





On considère une percolation de sites sur un réseau carré et l’on choisit une 
probabilité p d'occupation des sites. On dira que le réseau percole s’il existe un chemin 
formé de sites voisins passant du côté gauche au côté droit. L'idée est alors de regrouper 
les sites par paquets, et de remplacer chaque paquet par un supersite occupé avec une 
probabilité égale à la probabilité que le paquet soit percolant. Considérons par exemple 
des paquets de 4 sites formant carré. La probabilité p, qu’un paquet soit percolant de 
gauche à droite s’obtient en considérant tous les cas favorables, cf. Fig. 9.2. On a donc: 


pi=2p(1-p) +4p°(1-p)+p*=p"(1-p) =f(p) 


On considère maintenant un nouveau réseau carré composé de supersites occupés 
avec cette nouvelle probabilité p. Ce réseau contient évidemment 4 fois moins de sites 
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que le réseau initial : on dit qu’on a procédé à une ”décimation”. On peut réitérer la 
procédure sur ce nouveau réseau, car il est semblable au réseau initial. Les nouveaux 
supersites auront une probabilité d'occupation p2 obtenue par la même équation (9.5) 
en changeant p en p. et p1 en p2. En poursuivant la procédure de décimation, on 
trouve : 


Pn+1 = f(pu) 


avec, au bout d’un certain nombre de décimations, un seul supersite occupé ou pas 
(puisque qu’on part d’un réseau fini), cf. Fig. 9.3. 








FIGURE 9.3. Sur ce réseau carré, chaque décimation divise le nombre de sites 
par 4. On est parti d’un réseau de 64 sites noirs à un réseau de 16 supersites 
blancs, puis 4 supersites (noirs) et finalement un seul supersite. 


Nous allons voir à présent que l’un des points fixes de cette transformation 
donne une approximation de p.. En effet, ces points fixes sont solutions de l’équation 
p” = f(p”). Les valeurs p = 0 et pi = 1 sont des points fixes stables, et p° = 0, 5( V5-1)= 
0,618 est un point fixe instable *. Cela signifie que si l’on démarre avec une valeur de p 
légèrement inférieure à p}, les décimations successives vont conduire à un supersite 
unique non occupé, donc non-percolant, alors que si l’on démarre avec une valeur de 
p légèrement supérieure à p, elles conduiront à un supersite occupé, donc percolant. 
On voit que p° est une valeur critique qu'on peut penser proche de pe. En fait, la 
valeur 0,618 approche à 4% le résultat de simulations sur des réseaux gigantesques 
(pe = 0,59275). On aurait amélioré le résultat (0,609) en groupant les sites 9 par 9 (en 
groupant tous les sites, on obtient Le résultat exact !). 

On comprend pourquoi on trouve p* > p. : la procédure choisie exige que chaque 
paquet soit percolant de gauche à droite. Or l’amas percolant exact peut très bien 
contenir des paquets qui percolent vers le haut ou vers le bas avant de reprendre la 
direction gauche-droite. 


5 On calcule la position de |f’(p*)| par rapport à 1, voir l’appendice mathématique. 
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Exercice 9.6. Percolation de sites sur un réseau triangulaire. On considère un 
réseau plan dont les sites sont disposés sur des triangles équilatéraux. Faire la 


décimation en remplaçant chaque triangle par son centre de gravité. Quelle valeur 
de p. trouve-t-on ? 


CHAPITRE 10 


Matrices aléatoires 


ISTORIQUEMENT, les matrices aléatoires ont été introduites en 1955 par Eugène 
Wigner pour rendre compte de la distribution statistique des niveaux d’énergie 
de noyaux atomiques. Par diffusion de neutrons on met en évidence des millions 
d'états excités qu’il est illusoire (et sans intérêt) de vouloir décrire un par un. On 
s'intéresse plutôt aux propriétés statistiques du spectre. L'idée est de remplacer la 
matrice hamiltonienne (inconnue) décrivant ces états par un ensemble de matrices 
dont les éléments sont des variables aléatoires. Les propriétés statistiques des niveaux 
d'énergie seront alors celles des valeurs propres de ces matrices. Cette démarche est 
analogue à celle de la mécanique statistique traditionnelle où on renonce également à 
la description détaillée des microétats au profit d’hypothèses probabilistes générales. 
De même qu’en mécanique statistique, ces hypothèses doivent vérifier les lois de 
conservation, de même les matrices aléatoires doivent, suivant les problèmes, respecter 
des symétries. Le parallèle avec l’Ex. 2.1, où l’on a dérivé la distribution maxwellienne 
des vitesses à partir des seules considérations de symétrie et d’homogénéité est frappant. 
Dans ce qui suit, nous considérerons des matrices réelles symétriques !, invariantes par 
rotation. Nous nous limiterons même au cas de matrices 2 X 2 qui permet un calcul 
explicite et donne une image de la situation à dimension supérieure. 


Exercice 10.1. [AD] On considère l’ensemble des matrices 2 x 2 réelles et symét- 
riques 
a b 
4 


où on suppose que a, b et c sont des variables aléatoires indépendantes dont on va 
déterminer les lois de probabilité, P,(a), P,(b) et P.(c). On appelle P(H) la densité 
de probabilité conjointe de tirer a, b et c. L'indépendance implique 


P(H) = Pi(a) P, (b) P.(c). (10.1) 


1 jh enees 
Pour que l'énergie soit réelle. 
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FiGuRre 10.1. Distribution intégrée de Wigner. 


. Montrer en calculant lim, R" que la matrice 


me) 


es use a ; 0 
définit une rotation élémentaire. On pourra poser € = —. 
n 


. Écrire la nouvelle matrice H’ obtenue après une rotation élémentaire. De 


l'égalité P(H) = P(H"), déduire la forme des lois de distribution de 4, bet c. 


. On appelle 4* les deux valeurs propres de H, et s leur différence. De la 


connaissance de la loi de distribution de H, déduire celle de s. 


. La Fig. 10.1 présente des résultats expérimentaux relatifs à la statistique 


des niveaux d’énergie du spectre de Rydberg d’atomes de Rubidium sous 
fort champ magnétique (H. Held et al., Europhys. Lett. 43, p. 392, 1998). 


Plutôt que la distribution des écarts, les auteurs ont représenté la distribution 
S 


intégrée, c’est-à-dire P(s’) ds’ (en effet la croissance linéaire à petit s qui 
0 

différencie la distribution de Wigner de la Maxwellienne se voit beaucoup 

mieux sur l’intégrale). Montrer que les résultats de la question 3 permettent 

de retrouver le comportement des données expérimentales. 


CHAPITRE I] 


Fluides quantiques 


ANS LE CADRE de la mécanique classique, le gaz parfait est un système modèle 
D qui rend assez bien compte des gaz réels à haute température et/ou à basse 
densité. Il a de plus la vertu de permettre de construire analytiquement les variables 
thermodynamiques macroscopiques à partir des variables microscopiques. Les gaz 
parfaits quantiques ont une richesse supplémentaire, car les particules quantiques, dès 
lors qu’elles sont identiques, ne s’ignorent jamais tout à fait : le principe de Pauli induit 
des corrélations inexistantes dans le cas classique. La pression qui s’exerce dans un 
gaz de fermions à température nulle est un exemple de cette richesse, qui a frappé les 
physiciens dès la mise au point de la nouvelle mécanique en 1925. Ainsi RH. Fowler, 
en 1926, anticipe que cette pression quantique peut contrebalancer la tendance à 
l'effondrement gravitationnel et stabiliser certaines étoiles. La condensation de Bose- 
Einstein fournit un autre exemple remarquable, puisqu'il s’agit d’une transition de 
phase en l’absence de toute interaction entre bosons. 

Nous allons considérer divers types de constituants : fermions, bosons, photons et 
gaz d’excitations élémentaires dans l’hélium liquide. Ce dernier cas est représentatif 
d’une démarche générale dans la physique de la matière condensée : remplacer des 
particules en interaction par un gaz de quasi-particules (les excitations élémentaires du 
système) indépendantes. 

Les photons et les excitations élémentaires ont ceci en commun qu’il s’agit de 
bosons dont le nombre n’est pas fixé et leur potentiel chimique est nul. Formellement, 
le traitement mathématique des deux cas est semblable, si ce n’est l’existence de deux 
états de polarisation pour les photons. 

Nous nous placerons dans le cas où le spectre des états accessibles aux particules 
est fixe. Rappelons que les nombres moyens d'occupation des états s’écrivent : 

1 


ni = EEE dans le cas des fermions 


7 — = —— n 
ñ; BTE NET dans le cas des bosons, 
Où B = 1/K,T, €; désigne l'énergie d’un état à une particule et y le potentiel chimique. 
Souvent, les particules seront confinées dans une boîte de volume fixe. Les condi- 
tions de continuité des fonctions propres de l’hamiltonien imposent alors qu’elles 
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s’annulent sur les bords de la boîte. Mais il est aussi intéressant d’identifier les bords 
opposés : on impose alors que les fonctions d’onde y reprennent les mêmes valeurs. 
Du coup, l’hamiltonien commute avec l’opérateur impulsion, générateur des transla- 
tions, et les fonctions propres sont de simples exponentielles imaginaires, beaucoup 
plus simples à manipuler. On montre que les deux types de conditions aux limites 
conduisent, pour le système à N particules, à des propriétés de surface différentes, mais 
à des propriétés de volume identiques, à la limite où N est grand. 

Nous nous intéresserons particulièrement, dans cette première partie, aux effets de 
dimensionalité, en illustrant les résultats théoriques par des analyses de données expé- 
rimentales prises dans des champs variés de la physique : physique nucléaire, physique 
de l’hélium liquide, condensats de Bose d’atomes froids, géophysique, astrophysique. 


Exercice 11.1. [États dans une boîte] On considère une boîte de potentiel à murs 
infinis. Autrement dit, le potentiel auquel sont soumises les particules est infini en 
dehors de la région : 


0O<x<a 
0O<y<b 
O<Z<c, 


où il est nul. 


1. Donner l'expression des fonctions propres normalisées de l’hamiltonien 
correspondant. On pourra poser V = abc. 

2. Au lieu d'imposer que les fonctions d’onde s’annulent aux bords, exigeons 
à présent une condition de périodicité. Cela revient à refermer l’espace sur 
lui-même : identifier l’abscisse x = 0 avec l’abscisse x = a, l’ordonnée y = 0 
avec l’ordonnée y = b, la cote z = 0 avec la cote z=c. 

Comment s’écrivent dans ces conditions les fonctions d’onde individuelles ? 
Qu'en résulte-t-il pour la quantification des états ? 


11.1 Gaz de Fermi à température nulle 


Exercice 11.2. [PD] [Gaz de Fermi à température nulle.] 


1. On place N fermions dans la boîte et l’on s'intéresse à l’état fondamental du 
système. Comment s’écrit la densité de matière p(x, y,z) ? Comment s'écrit la 
densité d'énergie r(x,y,z) ? On désignera par g la dégénérescence éventuelle 
des niveaux (spin et/ou isospin). 
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2. En utilisant les identités 


1 
sin? x = ;1-cos2x], 


1 
cos? x= ;l +cos2x], 


donner l’expression de la partie non fluctuante de p(x,y,z) et de T(x, 7,2), 

soit respectivement p et T. 
3. En remplaçant les sommes discrètes sur les nombres quantiques par des 

intégrales dans l’espace des moments, montrer que l’on a: 

8 l 3 
= —<—k% et T=-pe 
P 6m FE 5P F) 
N h? 2 2: >4 .  ) \ . )4 . . 
OÙ EF = FF désigne l'énergie de Fermi, c’est-à-dire l'énergie maximum des 
m 
états occupés ; kr est le moment de Fermi correspondant. 


4. On peut retrouver les expressions ci-dessus en partant des fonctions d’onde 
obtenues en imposant des conditions périodiques aux limites de la boîte. 
Montrer qu'on obtient bien, pour la densité et la densité d'énergie du système, 
les mêmes relations que précédemment. 


5. Déterminer l'expression de la pression qui règne au sein de la boîte. 


6. Calculer le moment de Fermi des électrons dans un métal, et des nucléons 
dans la matière nucléaire. 
On rappelle que la densité du cuivre est de 8,9 et que sa masse atomique est 
environ 64. En moyenne, un électron par atome participe à la conduction 
électrique. 
On rappelle également qué la densité de la matière nucléaire est d’environ 
2,7 X 1014 g.cm, et que l'énergie de masse d’un nucléon est d’environ 940 
MeV 

7. Décrire qualitativement, en terme d'occupation des états individuels, un état 
excité du système. On introduira la densité de niveaux individuels à l'énergie 


de Fermi : a Nr 
d = — = —, 11.1 
(er) de le=er der ( ) 
On va étudier les effets de taille finie dans la distribution de matière et de vitesse 
pour un gaz parfait dans le cas le plus simple : celui d’un gaz parfait de fermions à 14 


et à température nulle. 
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Exercice 11.3. [AD] On considère un système de fermions non interagissant et 
à température nulle dans une boîte à 14 de longueur 4. On s'intéresse à la façon 
dont la densité de matière p(x) et la distribution des moments #(k) tendent vers 
leur limite thermodynamique. 

Soit N le nombre d’états occupés et v la dégénérescence de spin et d’isospin 
(par exemple 2 pour les électrons, 4 pour les nucléons dans les noyaux atomiques). 


1. Écrire les fonctions d’onde #/(x) et calculer la densité de matière 


N 
pa) =v D 470). 
I=1 


Que se passe-t-il à la limite N — co? 


2. Calculer la transformée de Fourier des fonctions d’onde 





GX) = er py(x)dx. 


1 
V2rhñ 


Vérifier leur continuité. Écrire 
N 
n( = v D IH 
EI 


à l’aide des fonctions 
N 2 
Dee 
N (2- ce) 


1=1 


où p (respectivement i) signifie que la somme est éventuellement limitée aux 
valeurs paires (respectivement impaires) de . 


3. Calculer 
fb = D. = 


Indication. On pourra s’aider du développement suivant 


C9 


1 1 1 
= —+2x ———— 11.2 
tan(x) x À x2_r2l2 CHE?) 
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7zN . : s Ds : 
4, On posera kr = —, moment de Fermi qui correspond à l'énergie de la 
a 


dernière particule ajoutée à la boîte. On posera « = É. Donner les développe- 
ments de fn(ak) pour««letk> 1. 


1 
5. En remarquant que F0 0) =. fu (x), écrire les développements de n(K) dans 


les deux cas limites. Commenter ces résultats. 


11.2 Gaz de Fermi à température finie 


Nous avons anticipé, à la fin de l’exercice sur le gaz de Fermi à température nulle, 
que la thermodynamique de basse température devait être gouvernée par la densité de 
niveaux individuels à l'énergie de Fermi. 

Le but de ce qui suit permet de montrer qu’il en est bien ainsi, et de mettre l’accent 
sur les effets de dimensionalité : la densité de niveaux ne se comporte pas de la même 
façon, en fonction de l'énergie, à deux et à trois dimensions. Cela a des conséquences 
qualitatives surprenantes... et mesurables. 

Pour illustrer la pertinence des résultats obtenus ici, nous analyserons les données 
empiriques relatives à deux systèmes physiques : les résonances de neutrons dans les 
noyaux atomiques, comme exemple de système à 3 dimensions ; les états de surface 
de l’hélium-3 à la surface de l’hélium-4 liquide, comme exemple de système à deux 
dimensions. 

Mais dans un premier temps, nous allons établir une expression utile de l’entropie 
en fonction des nombres d'occupation, et déterminer les propriétés thermodynamiques 
à basse température. 


11.2.1 Trois dimensions 


Exercice 11.4. [AD] [Gaz parfait de fermions] On rappelle que dans l’ensemble 
grand-canonique, le grand potentiel, ou potentiel de Gibbs, s'écrit 


Q = -k,T108 Ze, (11.3) 


avec 
Z,=Hi[1+40)], 


et que l’entropie est définie comme 


4Q 
ee 11.4 
S=-3T (EE) 
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. En déduire que pour des fermions sans interaction 


= (mlogni+(1-m)log(1-n:)], (11.5) 
où 
ar (11.6) 
ÉTÉ ‘ 


. Inversement, la cohérence de la physique statistique et de la thermodyna- 


mique macroscopique peut se vérifier en prenant l’Éq. 11.5 comme définition 
de l’entropie d’un ensemble de fermions. Montrer que la maximisation des, 
sous contrainte d’une énergie et d’un nombre de particules fixé en moyenne, 
conduit bien à la distribution de Fermi-Dirac pour les nombres d'occupation. 


. Écrire les relations implicites qui lient le potentiel chimique et l’énergie d’un 


gaz parfait de fermions à sa température. 


. Déduire la relation : 


S=-—-— (11.7) 


. Onse place désormais à basse température. À l’aide du lemme de Sommerfeld, 


donner les développements au second ordre du potentiel chimique et de 
l'énergie du gaz. 


. Déterminer l’expression de la chaleur spécifique à volume constant en fonc- 


; ; : ; ; , . dN 
tion de la densité de niveaux à une particule à l’énergie de Fermi d(ér) = Le 
EF 


. En déduire les développements à basse température de l’entropie du gaz, de 


son énergie et de son énergie libre. Vérifier que l’on obtient le même résultat, 
pour lentropie, en partant de la relation établie à la deuxième question. 


. En déduire également l’expression de la densité d’états à N particules. 


11.2.2 Deux dimensions 


Exercice 11.5. [PD] Un ensemble de fermions identiques sans interaction sont 
confinés dans une boîte de dimension 2, à la température T. 


1. Déterminer la densité de particules, et montrer que le potentiel chimique est 


indépendant de la température. Donner l'expression de la densité de niveaux 
individuels à l’énergie de Fermi. 
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2. Déterminer l'expression de la densité d’énergie cinétique, et effectuer le 
développement de basse température. 


3. En déduire les développements de basse température de la chaleur spécifique, 
de l’énergie et de l'énergie libre du système. 


4. En déduire l’expression de la densité d’états à N particules. 
11.3 Magnétisme de Pauli 


Exercice 11.6. [PD] On considère un ensemble de fermions de spin 1/2 possédant 
un moment magnétique M associé à leur spin. Ces particules, sans interaction, 
sont soumises à un champ magnétique B. Chaque état se trouve dédoublé selon 
que le moment magnétique s’oriente de façon parallèle ou opposée au champ. 


1. Calculer la magnétisation du système à la température T en fonction du 
champ appliqué, lorsque les particules sont confinées dans une boîte à trois 
dimensions. 


2. Même question lorsque les particules sont confinées dans un espace de 
dimension 2. 


11.4 Condensation de Bose-Einstein 


Un gaz parfait de bosons de masse non nulle, confinés dans une boîte, subit à basse 
température le phénomène de condensation. À une température donnée, si l’on 
augmente le nombre de particules dans la boîte, au-delà d’une certaine densité, 
ces particules s'accumulent dans l’état fondamental. De façon équivalente, à densité 
constante, mais au-dessous d’une température critique, les particules s'accumulent 
dans l’état fondamental : c’est la condensation de Bose-Einstein. Elle fut proposée pour 
la première fois par Albert Einstein en 1925, après que le physicien indien Satyendra 
Nath Bose lui eût fait parvenir un article dans lequel il développait une nouvelle façon 
de calculer la loi de rayonnement d’un corps noir. Einstein, en généralisant à toute 
particule matérielle le traitement statistique que Bose avait utilisé pour les photons, 
mit en évidence le phénomène de condensation. Le terme est introduit par analogie 
avec la liquéfaction obtenue par compression isotherme d’un gaz classique : « il se 
produit une séparation, écrit Einstein dans l’article original |, une partie se condense, 


Albert Einstein, physique, philosophie, politique, textes choisis et commentés par E Dalibar, p. 434, Éd. 
Seuil. 


102 CHAPITRE ||. FLUIDES QUANTIQUES 


le reste demeure un gaz parfait saturé ». Dans cet article, Einstein discute la possibilité 
d’appliquer sa théorie du gaz saturé aux électrons des métaux. On ne savait pas encore 
que les électrons n’obéissent pas à la statistique de Bose-Einstein, mais à celle de Fermi- 
Dirac, laquelle ne fut proposée que deux ans plus tard, après que Pauli eût formulé son 
principe d’exclusion. 

La possibilité de cette condensation s’explique ainsi. Soit no le nombre d’occupation 
de l’état fondamental qu’on peut toujours prendre comme origine de l’énergie. On sait 


qu’alors 
1 


el 
où le potentiel chimique y est déterminé par une équation exprimant la conservation 
du nombre de particules. Si cette équation admet une solution u = 0, alors no diverge. 
C’est le cas de bosons piégés dans une boîte à 34. On verra que c’est aussi le cas dans 
un piège harmonique à deux et trois dimensions. 

Il faut noter que la condensation n’a pas lieu avec les photons, car leur nombre 
n’est pas fixé : si, à température constante, on change le volume d’un gaz de photons, 
leur nombre diminue en proportion. 

La première réalisation de la condensation de Bose-Einstein a été obtenue en 
1995, 70 ans après sa prédiction théorique, avec des atomes de rubidium et de sodium 
refroidis dans un piège magnétique 2. 

Dans le cas d’un gaz parfait, on s'attend à ce que des comportements quantiques 
apparaissent lorsque la longueur thermique : 


h 
\2rmk,T 


devient comparable à la distance moyenne entre particules. La longueur d’onde 4, 
augmente lorsque la température diminue, et la distance moyenne est reliée à la densité 
de particules n. La condition s'écrit donc nA, = 1. La théorie précise indique que la 
condensation d’un gaz parfait de bosons a lieu lorsque : 


no 


Ath = 


nA5, > £(1,5) + 2,612, 


où £ désigne la fonction de Riemann. 
Expérimentalement, la condensation de Bose-Einstein n’est pas réalisée dans une 
boîte : les bosons sont confinés par des champs magnétiques. Les progrès décisifs 


Elle a valu à Eric Cornell et Carl Wieman (Boulder, Colorado), d’une part, et Wolgang Ketterle (MIT), 
d’autre part, le prix Nobel de physique en 2001. 
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effectués dans les techniques de refroidissement * permettent depuis 1995 d’obtenir 
des condensats de Bose-Einstein atomiques gazeux dans des potentiels harmoniques 
anisotropes. Dans l’exercice qui suit, nous analysons le phénomène de condensation 
dans un tel environnement. Les données expérimentales permettent de plus de mettre 
en évidence des effets d’interaction entre atomes dans la phase condensée. L’équation 
de Gross-Pitaevskii (GP) fournit un outil à la fois simple et précis pour aller au-delà 
du modèle du gaz parfait et tenir compte de ces effets. Il s’agit d’un domaine très actif 
de la physique. 


Exercice 11.7. [D] [Condensation de Bose-Einstein d’atomes froids] On considère 
un gaz de particules matérielles bosoniques indiscernables non relativistes dans un 
potentiel de piégeage harmonique anisotrope : 


1 
Voxt = 5" à. wir}. 
i=1,2,3 


Le gaz est à l’équilibre thermodynamique, et l’on se place dans l’ensemble grand- 
canonique pour le décrire. On désignera par T la température et u le potentiel 
chimique. 


I. Cas du gaz parfait 
Dans un premier temps, on néglige toute interaction entre les particules. 


1. Rappeler l'expression des énergies des états accessibles. 


2. Donner, sous la forme d’une somme discrète, l'expression du nombre N’ de 
particules dans les états excités, c’est-à-dire en dehors de l’état fondamental 
du piège qu’on prendra comme origine des énergies. Montrer que N° est 
majoré par l'expression obtenue en fixant le potentiel chimique à 0, soit N°, 


3. Que se passe-t-il lorsque N devient plus grand que N7,,, ? 


4. Dans la limite k$T >> hw;, on peut calculer approximativement N},, en 
remplaçant les sommes discrètes sur les nombres quantiques par des inté- 
grales. 


(a) Exprimer le résultat en fonction de T et de &, moyenne géométrique 
des trois pulsations. 


* Ils ont valu à Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji et William D. Phillips le prix Nobel de physique en 
1997, 


104 


CHAPITRE Î1. FLUIDES QUANTIQUES 


TABLE 11.1, Fraction d’atomes dans le condensat en fonction de T/T.(N). 


T/T{N) 





On montrera (ou on admettra) que : 


CO OO [e,0] 1 
. du [ du [ TE TEE = ë(3) = 1,202... 


(b) En déduire expression de la température critique de la formation d’un 
condensat, T.(N), pour N fixé. 
A.N. : Calculer T. pour un gaz de 106 atomes dans un piège avec 
&1 = w) = 27 X 100 Hz et w3 = 27 X 20 Hz. 
(c) On se place à une température inférieure à la température critique. 
Donner l’expression de la fraction No/N d’atomes dans le condensat en 
fonction de T/T,(N). 
Une équipe américaine à Boulder (Colorado), en utilisant des atomes de 
23Na, a mesuré la fraction dans le condensat, cf. Table 11.1. Comparer 
avec la prédiction théorique. 


(d 


= 


IL. Les interactions sont-elles négligeables ? 

Dans la suite, on considère le cas des très basses températures où la fraction 
d’atomes hors du condensat peut être négligée. Dans ces conditions on peut se 
placer à T = 0 et admettre que le nombre total de particules N coïncide avec le 
nombre de particules dans le condensat No. 


1. On coupe brutalement le potentiel de piégeage, on laisse le gaz se détendre et 
on mesure son énergie cinétique d'expansion E,,,. 
Calculer Ex pour un gaz parfait à T = 0 en fonction de N et des fréquences 
wi, i= 1,2,3 du piège harmonique. 
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TABLE 11.2. Énergie d’expansion par particule E.,,/N, en Joule, en fonction 
deN. 











0,67X 10° | 0,33x 10720 
0,13X 106 | 0,46x 10720 
0,11x 107 | 0,11x 1072? 
0,13X 107 | 0,11x 1072? 
0,28X 107 | 0,17x 1072? 
0,33X 107 | 0,18x 1072? 
0,39X 107 | 0,19X 1072? 


0,43X 107 | 0,20x 1072? 





2. Une équipe du MIT (Boston) a mesuré E,,,/N en fonction de N, cf. Table 
11.2. Comparer avec la prédiction du gaz parfait. 


III. L'équation de Gross-Pitaevskii (GP) 

On sait que l’interaction entre deux atomes de sodium, à basse énergie, est 
répulsive. La vitesse relative de deux atomes étant petite, seule la diffusion en 
onde s intervient, et celle-ci est caractérisée par une longueur de diffusion a. Dans 
ces conditions, on peut représenter le potentiel d'interaction par un potentiel de 


contact, 
2 


Arhñ 
V(Ir-r’|) =gô(r-r’) avec g = a. 


Une bonne approximation des effets des interactions peut être obtenue en considé- 
rant une fonction d’onde factorisée (comme dans le cas d’un gaz parfait) : 


Y12,...,EN) = 6(r1)#(2)...p(rn), 


où @ et y sont normalisés à l’unité. On peut montrer alors que l’énergie totale 
s'écrit comme une fonctionnelle de 6 : 


2 =: 
EN [Vo rEN [vérére g fiston 


1. En minimisant cette fonctionnelle par rapport à #, montrer que la fonction 
@(r) est solution d’une équation de Schrüdinger non linéaire : 


2 
Ha + Veau + (N- De] (r) = 2g(r), 
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où 4 désigne le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte de nor- 
malisation de la fonction @. On pourra se limiter au cas où @ est réel. Cette 
équation a été proposée en 1959 par Eugène P. Gross et Lev Pitaevskii dans le 
cadre de la physique de l’hélium superfluide. 

Montrer que À s’identifie au potentiel chimique du condensat u. 

Lorsqu'on coupe le potentiel de piégeage, l’énergie cinétique d’expansion du 
gaz a deux origines : l’énergie cinétique de localisation quantique, associée à 
la taille du condensat et déjà considérée dans le cas du gaz parfait, et l'énergie 
potentielle liée aux interactions répulsives entre atomes, E;,4. La première 
est proportionnelle à N, la seconde, comme on va le voir, à une puissance 
de N plus grande que un. Pour un condensat comportant un grand nombre 
d’atomes, c’est donc le terme d’interaction qui domine. 

Pour évaluer ce terme, on peut partir de approximation de $ obtenue en 
négligeant le terme cinétique dans l’équation GP (approximation dite de 
Thomas-Fermi). 


2. Montrer que, dans cette approximation, la densité volumique du gaz p(r) = 
Nlé(r)l? s'écrit : 


2 
pr) = - à. ï avec e < 1, 
8Ù rs R; R; 
où R; s’exprime en fonction de u, m et wi. 
3. Quelle est la forme géométrique du condensat ? 
4. Déterminer la relation entre N et 1. On pourra effectuer le changement de 
variables : 
se 
Uj — R: 
5. Déterminer l’expression de l'énergie d’interaction par atome en fonction de 
, puis en fonction de N. Comparer cette dépendance à celle extraite des 
données expérimentales. Conclusion ? 


11.5 Gaz de Bose à deux dimensions 


Dans une boîte à deux dimensions, la condensation de Bose-Einstein n’a pas lieu. En 
revanche, dans un piège harmonique à deux dimensions, elle a bien lieu. C’est ainsi que 
la transition de Kosterlitz-Thouless, c’est-à-dire l'apparition de la superfluidité, a pu 
être observée en 2006 avec des condensats d’atomes froids dans des pièges harmoniques 
bi-dimensionnels. 
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Exercice 11.8. [D] [Gaz de Bose à 2 dimensions] 


1. On considère un ensemble de N bosons de masse m confinés dans une boîte 
à deux dimensions de surface S. 


(a) Donner, sous forme d’une intégrale, l'expression de N en fonction du 
potentiel chimique u. On posera z= e 4, 

(b) L'intégrale obtenue est analytique, ce qui permet d’exprimer N en fonc- 
tion de z. Montrer graphiquement qu’à chaque valeur de N correspond 
une valeur de z, donc de y, bien définie. En déduire que la condensation 
de Bose-Einstein n’a pas lieu. 


2. Ces N bosons sont maintenant piégés dans un potentiel harmonique à deux 


dimensions : 
1 
Voxt = 20 y» wir. 
i=1,2 
Montrer, en calquant le raisonnement sur le cas à trois dimensions, que la 
condensation a lieu pour une température critique donnée par : 


2 KTE 
6 (ñw)?’ 


où à désigne la moyenne géométrique des pulsations w] et w». 


11.6 Un peu de lumière sur le rayonnement fossile 


Exercice 11.9. [AD] [Rayonnement fossile] On considère un gaz de photons à 
la température T, contenu dans une boîte cubique d’arête L. On rappelle qu'un 
photons de nombre d’onde k et de pulsation w a une énergie #kc = fiw = |plc, et 
que les photons ont deux états de polarisation possibles. On posera B = 1/k,T. 


1. Rappeler pourquoi le potentiel chimique d’un gaz de photon à l’équilibre 
thermique est nul. 


2. Écrire la densité d’états p(w) comme fonction de w, L et c. 


On désigne par dN(L, w) le nombre de photons contenus dans la boîte, dont 
la pulsation est comprise entre w et w + dw. Montrer que l’on a alors 


L «w? dw 


dN(L, w) = 
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. L'expansion de l'Univers induit une dilatation de toutes les distances. On 


admettra qu’il en est de même des longueurs d’onde. Ainsi, on a une loi 
d’échelle avec L — L'’ = aL (a > 0), et les longueurs d’onde évoluant 
suivant la même loi, on a w — w’ = w/a. Comme le nombre de photons 
se conserve avec la dilatation, le nombre dN(L,w) est égal au nombre de 
photons contenus dans la boîte de côté L’ avec une pulsation comprise entre 
w’ et w’ + dw’ (dN ne change pas lors de la dilatation car il n’y a plus de 
création ou d’absorption des photons par la matière). La vitesse de la lumière 
reste également constante. Montrer alors que dN(L’,w’) obéit toujours à la 
loi (11.8) avec une température T’ = T/a. 

On peut donc considérer (ce que l’on fera désormais) que le rayonnement, 
bien qu’isolé, évolue en restant dans des conditions d’équilibre thermique, 
avec une température qui décroît. 


. Donner l’expression de la chaleur spécifique à volume constant du gaz de 


photon C, = dE/dT, puis celle de l’entropie du gaz, à partir de la relation 
dS=C, dT/IT. 


oo 3 4 
On rappelle que [ sd = 
0 


Hi J = T (voir l’appendice mathématique). 





. En déduire que l’entropie du gaz demeure constante lors de l'expansion. 


. On désigne par u(w) l'énergie par unité de volume et par unité de pulsation 


du gaz de photon. 
Donner l’allure du graphe de la fonction u#(w) à une température donnée. 


Déterminer l’équation qui donne, sous forme implicite, la valeur w,, de w 
correspondant au maximum de u(w). 


. La solution de l'équation implicite e Ÿ = 1-6/3 est 6 + 2,82... Donner 


lexpression de w,, en fonction de K,T et 6. 


. Le spectre de ce rayonnement est très bien connu expérimentalement. Les 


mesures donnent w = 1,01 X 10/2 Hz. En déduire la température actuelle 
du rayonnement fossile. 


On donne ky = 1,38 x 107% J.K-! et ñ = 1,05 x 1074 J.s. 


. Le volume de l’Univers varie comme #?, où t désigne le temps écoulé depuis 


le Big bang (estimé à 15 milliards d'années). Sachant que le découplage de la 
matière et du rayonnement a eu lieu lorsque la température était de l’ordre 
de 3 000 K, calculer l’âge de l'Univers au moment de ce découplage. 
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11.7 Analyse de données expérimentales 


11.7.1  Densités de résonance de neutron dans les noyaux 


Exercice 11.10. La Fig. 11.1 montre les sections efficaces de neutron pour le noyau 
de thorium-232. De telles données existent pour un grand nombre de noyaux. 


20 30 40 50 60 70 80 30 100 110 120 






n 
120 130 140 150 160 170 180 199 200 210 
En eV 
Figure 2-8 The figure gives the total crass section for the reaction n + ?*2?Th as a function 
of the neutron energy, E,. in clectron volts; the data are taken from the compilation Weurron 
Cross Sections (1964). 


FIGURE 11.1. Résonances du Thorium. Voir texte. 


1. Ces résonances du Thorium-233 (Th-232 + 1 neutron) sont très étroites, et 
correspondent à des états à longue durée de vie, comparée aux échelles de 
temps nucléaires. En utilisant l’inégalité de Heisenberg durée-largeur, estimer 
la durée de vie typique d’un de ces états. 
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2. Estimer le nombre d'états { par MeV. 


3. Lorsqu’on analyse les données relatives aux résonances de neutron pour un 
grand nombre de noyaux à l’aide de l’expression que nous avons obtenue 
dans le cas tridimensionnel (voir Ex. 11.5), on détermine pour chaque noyau 
son paramètre de densité de niveau 


2 
a= —-d(ep). (11.9) 





0 50 100 150 200 250 300 
A 


FIGURE 11.2. Paramètre de densité de niveau a en fonction du numéro 
atomique À. Tiré dehttp://www-nds.iaea.or.at/ripl2/. 


L'ensemble des données concernant 4 est reproduit Fig. 11.2, en fonction du 
numéro atomique À. Discuter ces données, et en particulier le fait qu’on perçoit une 
tendance moyenne, sur laquelle se surimpose une modulation quasi périodique. 


11.7.2 Coefficient de dilatation thermique de l'hélium liquide 


Parmi les propriétés singulières de ue liquide à basse température, son coefficient 
de dilatation thermique a«(T) = + Fl mérite qu'on s’y arrête. Lorsque la température 


% Il n'existe pas d’autre système physique pour lequel on connaisse une telle statistique de niveaux! 
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augmente, la masse volumique du liquide commence par décroître : le liquide se dilate, 
a(T) est positif. Puis vers 1,1 K, la masse volumique augmente : a(T) devient négatif. À 
la température de la transition superfluide, a(T) il subit une discontinuité, il redevient 
positif et croissant avec la température. Nous allons voir que la compréhension de ce 
phénomène met en jeu toute la thermodynamique de l’hélium superfluide. 


D 0 i 15 2 


T (K] 


FIGURE 11.3. Coefficient de dilatation thermique de l’hélium liquide a(T). 
D’après J. Wilks, The properties of liquid and solid helium, Oxford : Clarendon 
Press, 1967. 


Comment comprendre le comportement non monotone de a(T') vers 1 K? 

À basse température, on peut espérer pouvoir décrire la thermodynamique à partir 
du spectre des excitations déterminé à température nulle. 

Il se trouve que l’une des relations macroscopiques de Maxwell permet de relier 
a(T) à la variation de l’entropie avec la pression. Or l’entropie peut se calculer 
directement à partir du spectre des excitations, et de son évolution avec la pression. La 
superfluidité de l’hélium n'intervient pas directement dans l'approche, sinon qu’elle 
permet que se propagent dans le liquide des excitations de très petites longueurs d'onde. 
Dans un fluide classique, celles-ci sont amorties par viscosité. 

Les excitations élémentaires du fluide sont des phonons. Ils sont traités de façon 
analogue aux photons lumineux, c’est-à-dire comme des bosons dont le nombre n’est 
pas fixé. Leur potentiel chimique est nul. 


Exercice 11.11. [D] 


1. Exprimer la différentielle de l’énergie libre de Gibbs d’un système, et en 


déduire la relation 
a (6s 
_ V\eP}, 
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FIGURE 11.4. Spectre des excitations élémentaires de l’hélium-4 liquide. 
D’après D. G. Henshaw et A. D. B. Woods, Phys. Rev. 121, 1266 (1961). 


2. On traite d’abord la contribution à l’énergie du fluide de la branche linéaire 


des phonons € = ñkc, où c désigne la vitesse du son dans le fluide (239 m.s”!),. 
Calculer, pour une température T, la contribution à l’énergie des phonons. 
En déduire leur contribution à la chaleur spécifique, puis à l’entropie. 


. Les excitations proches du minimum de la relation de dispersion sont dénom- 


mées rotons. On modélise la relation de dispersion au voisinage du minimum 
en ko = 1,91 À"! par: 
h2(k— ko)? 
2m 
où À représente le gap au minimum (8,65 K), m* caractérise la courbure de 
la branche rotonique au voisinage du minimum (environ 10727 kg). Calculer 
la contribution de cette partie du spectre à la chaleur spécifique du liquide. 


e(k) = A+ 


. Comment, à votre avis, se déforme la relation de dispersion lorsqu'on aug- 


mente la pression. En déduire, qualitativement, le comportement du coeffi- 
cient de dilatation thermique. 


11.7.3 États de surface de l'?He à la surface de l'‘He liquide 


L'hélium existe dans la nature sous deux variétés isotopiques : l’hélium-3, qui est 
un fermion (nombre impair de fermions constituants), et l’hélium-4, qui est un 
boson (nombre pair de fermions constituants). Les interactions de deux atomes 
d’hélium-3, ou de deux hélium-4, ou d’un atome d’hélium-3 avec un atome d’hélium- 
4 sont identiques, puisqu’elles sont d’origine électromagnétique, donc insensibles à 
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la présence ou l’absence d’un neutron dans le noyau. L’atome d’hélium étant l’atome 
le moins polarisable de tous les atomes de la nature (deux électrons fortement liés 
au noyau), le potentiel d'interaction entre deux atomes d’hélium est le plus faible 
connu. L'allure est de type Lennard-Jones, avec une distance de cœur dur o de 2,5 À, 
et un minimum du potentiel de -10,22 K (on rappelle que 1 eV correspond à environ 
12 000 K). Les caractéristiques du mélange liquide *He-*He reposent donc sur l'énergie 
cinétique qui, à température nulle, est d’origine purement quantique. Nous examinons 
cette question dans l’exercice qui suit. 


0,2 


0,1 


“6 10 0 10 20 


FiGuRe 11.5. Densité de l’hélium-4 liquide, en A”?, et potentiel vu par un 
atome d’hélium-3, en K, en fonction de la coordonnée perpendiculaire à la 
surface du liquide. 


Exercice 11.12. [TD] 


1. Comparer les énergies de point zéro d’un atome d’hélium-3 et d’un atome 
d’hélium-4 lorsqu'ils se trouvent piégés dans la cage constituée par les autres 
atomes. Cette énergie de localisation quantique peut s’estimer à partir des 
inégalités de Heisenberg, en considérant leur limite inférieure. 


2. Les valeurs expérimentales des énergies de liaison d’un atome dans l’hélium-4 
liquide, extrapolées à température nulle, sont respectivement 7,15 K pour 
un atome d’hélium-4, et 2,49 K pour un atome d’hélium-3. Cette différence 
est précisément attribuable à l'énergie de point zéro. Soit z la coordonnée 
perpendiculaire à la surface du liquide. La Fig. 11.5 montre le profil de 
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densité de l’hélium-4 liquide ainsi que le potentiel vu par un atome d’hélium- 
3. Voyez-vous par quel mécanisme peut se former une poche de potentiel à la 
surface du liquide ? 


3. Montrer que la fonction d’onde d’un état lié d’un atome d’hélium-3 à la 
surface de l’hélium-4 se factorise, et écrire l’équation de Schrôdinger qui 
détermine l'énergie d’un tel état lié. 

4. La Fig. 11.6 montre des résultats de magnétisation d’atomes d’hélium-3 
à la surface de l’hélium-4 liquide. Proposer une interprétation des deux 
« marches » observées. 


30 





Couches atomiques 


FIGURE 11.6. Magnétisation d’atomes d’hélium-3 à la surface de l’hélium-4 
liquide. Une couche atomique correspond à 0,065 atomes angstrôm carré. 
D’après R. Hallock in Physics Today 51, 30 (1998) 


11.74  Équilibre radiatif de la Terre 


Le corps noir tient une place particulière dans l’histoire de la physique, puisqu'il est à 
l'origine de l'introduction de la constante de Planck. 

Une enceinte fermée est portée à la température T, et l’on observe le spectre de 
son rayonnement. L’un des aspects le plus surprenant de ce rayonnement est que 
sa distribution spectrale est indépendante de la nature des parois de l’enceinte. Or 
une espèce chimique est caractérisée par un spectre de raies bien défini, qui en est 
sa signature. Comment, dans ces conditions, le rayonnement d’une paroi peut-il ne 
pas dépendre de la nature des atomes et molécules qui la constituent et posséder ce 
caractère universel ? 
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FIGURE 11.7. Spectre du fond de rayonnement cosmologique. D’après Astro. 
Phys. J. 473, 576 (1996). 


En réalité, le spectre d'absorption ou d'émission d’une espèce chimique est consti- 
tué de raies qui possèdent chacune une certaine largeur, liée à la durée de vie de l’état 
excité. Lorsqu'on dispose d’un ensemble d’atomes ou de molécules, divers processus, 
collisions, effets thermiques, effet Doppler, contribuent à élargir ces raies, qui finissent 
par se recouvrir et former un spectre continu. On peut ainsi concevoir que toutes les 
fréquences deviennent accessibles, c’est-à-dire que la paroi soit susceptible d’absorber 
et d’émettre toute fréquence : elle est devenue un corps noir idéal. 


Rappelons que le gaz de photons dont la distribution spectrale est en meilleur 
accord avec la théorie est celui du fonds cosmologique à 2,7 K, (Cf. Fig. 11.7). L'équi- 
libre date de l’histoire primordiale de l'Univers où, la température ayant baissé jusqu’à 
quelques milliers de degrés, électrons et ions se combinent pour former des atomes, 
la densité de la matière diminue, si bien que matière et rayonnement se découplent. 
L'expansion de l'Univers se fait ensuite à entropie constante, la température du gaz de 


photons décroît, mais la distribution spectrale demeure celle d’un équilibre thermique. 


Le Soleil constitue un assez bon corps noir. Dans ce cas, l’enceinte où matière et 
rayonnement s’équilibrent est le volume de l'étoile, et l’orifice par lequel le rayonne- 
ment s'échappe en est … sa surface ! Notons qu’il s’agit d’un équilibre local qui varie 
entre le centre du Soleil, à une température d’environ 15 millions de degrés, et la 
surface. La température de cette dernière s’obtient en ajustant la courbe théorique 
du rayonnement émis aux données expérimentales. On trouve une température de 
5780 K. 
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Exercice 11.13. [PD] [Gaz de photons] 


La puissance émise par unité de surface d’un corps noir à la température T suit 


la loi de Stefan-Boltzmann P = « T*. Calculer l'expression analytique puis la valeur 
numérique de o. On s’aidera des résultats de la question 6 de l’Ex. 11.9. 


Exercice 11.14. [PD] [Équilibre radiatif de la Terre] 


On prendra maintenant L = 3,87 x 102% W comme valeur plus précise de la 


puissance totale émise par le Soleil. 


1. 


En déduire la puissance S reçue par unité de surface perpendiculaire au 
rayonnement solaire, à la distance Terre-Soleil (150 millions de km). 


Dire pourquoi la puissance moyenne reçue par unité de surface de Terre est 
en fait S/4. 


L'albedo actuel de la Terre, À, est actuellement de 0,3 (rapport de l’énergie 
réfléchie à l’énergie reçue par unité de surface). 

Déterminer, en l’absence d’atmosphère, la température moyenne d’équilibre 
de la surface de la Terre, T;, en supposant qu’elle constitue un corps noir 
parfait. 


L’atmosphère est pour l’essentiel transparente au rayonnement solaire, et 
absorbe en partie le rayonnement infrarouge réémis par la Terre. C’est ce 
qu’indique l’examen de la Fig. 11.8. 

Supposons, pour simplifier, qu’elle soit i) totalement transparente au rayon- 
nement solaire, ii) totalement opaque au rayonnement de la Terre, et iii) 
qu’elle rayonne elle-même comme un corps noir parfait à sa température 
moyenne d’équilibre T,. Ecrire l’équation représentant l'équilibre radiatif 
Soleil-atmosphère-Terre en se plaçant au-delà de l'atmosphère, puis l’équi- 
libre radiatif de la Terre. En déduire la température moyenne de l'atmosphère 
et celle de la Terre. 


La température moyenne de la Terre est actuellement de 15° C. Le modèle 
précédent est trop grossier en ce qu’il considère notamment que l’atmosphère 
est un corps noir avec une température uniforme, alors qu’elle est plus 
froide en haute altitude et plus chaude à basse altitude. Une façon alternative 
d’effectuer le bilan radiatif de la Terre consiste alors à faire l'hypothèse qu’une 
fraction € du rayonnement émis par la Terre lui revient sous forme d’effet 
de serre, le reste s’échappant dans l’espace. En mesurant le flux émis par la 
surface et Le flux s’échappant vers l’espace, on trouve que € = 0,4. Calculer 
dans ces conditions la température moyenne de la Terre. 
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FIGURE 11.8. Spectre du rayonnement reçu par la Terre. 


6. L’albédo de la Terre dépend en réalité de la température. Il augmente lorsque 
la température diminue, car la masse de glace qui recouvre la planète aug- 
mente ; il diminue lorsque la température augmente, par fonte des glaces. 
Discuter qualitativement la stabilité de la solution obtenue en 4 ou 5. 


Exercice 11.15. [PD] [Le corps humain comme un corps noir] On s'intéresse à 
la fraction du métabolisme de base dédié, en moyenne, à maintenir le corps à la 
température T. = 37° C. 

La surface de peau S d’un adulte est de l’ordre de 2 m2. On fait l'hypothèse 
que le corps humain émet un rayonnement de corps noir à la température T,, avec 
une émissivité E de l’ordre de 0,7 (fraction du rayonnement de corps noir émis 
ou reçu), et qu’il reçoit de l’environnement un rayonnement de corps noir à la 
température T.. On pose AT = T.-T,, et l’on a : AT & T4. 

Déterminer l'énergie dépensée en une journée pour maintenir la température 
constante. La comparer à l'énergie correspondant au métabolisme de base, qui est 
d’environ 11 X 108 J. 


CHAPITRE 12 


Le nez dans les étoiles 


E CHAPITRE concerne quelques aspects du fonctionnement des étoiles. Quelle est 
l’origine de l’énergie lumineuse émise par les étoiles ? À l’origine de l'énergie se 
trouvent toujours les interactions fondamentales de la matière : électromagnétisme, 
gravitation, interactions nucléaires forte et faible. Nous examinerons successivement : la 
formation de structures chimiques, l’effondrement gravitationnel, la fusion nucléaire. 
Le destin d’une étoile dépend de sa masse. L'existence de structures stellaires stables 
(au moins pendant une certaine échelle de temps) dépend de processus susceptibles de 
s'opposer à la gravitation, laquelle tend à provoquer un collapse de la matière. Trois 
mécanismes existent, qui conduisent à trois types d’étoiles bien distinctes : étoiles de la 
séquence principale, naines blanches, étoiles à neutrons. 

Une étoile se forme lorsque l’effondrement gravitationnel initial d’une certaine 
masse de gaz et de poussières au sein d’une galaxie conduit à une température centrale 
telle que des réactions de fusion peuvent s’enclencher. Il faut pour cela que l'agitation 
thermique des protons permette de surmonter la répulsion électrostatique, et nous 
verrons qu'il s’agit d’un processus quantique de traversée de barrière par effet tunnel. 
La séquence principale est constituée d’étoiles où les réactions de fusion nucléaire 
de l'hydrogène en hélium libèrent une énergie thermique susceptible de maintenir 
l'équilibre hydrostatique de l’étoile. 

Lorsque cette phase est achevée, l'effondrement reprend et la température aug- 
mente à nouveau. La température atteinte dépend de la masse de l'étoile, c’est-à-dire 
de la réserve d'énergie gravitationnelle dont elle dispose. Si la masse de l'étoile est 
insuffisante pour que la fusion des noyaux d’hélium en noyaux plus lourds s’enclenche, 
l'étoile se contractera jusqu’à ce que la pression (d’origine quantique) des électrons la 
stabilise. Mais si les électrons deviennent relativistes, leur pression ne peut s’opposer à 
la pression gravitationnelle que si la masse de l’étoile est plus petite qu’une certaine 
limite appelée masse de Chandrasekhar !. 

Les étoiles dont la masse est supérieure à une dizaine de masses solaires voient les 
réactions de fusion nucléaire progresser jusqu’au Fer-56, qui est le noyau dont l'énergie 


! Cette limite avait été obtenue auparavant par E.C. Stoner, Phyl. Mag. 9, 944 (1930). 
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de liaison par nucléon est la plus grande. Au delà, les réactions nucléaires deviennent 
endothermiques, et aucun mécanisme ne peut plus empêcher la contraction de l'étoile, 
Cet effondrement génère au centre de l’étoile un cœur qui ne se stabilise que lorsqu'il 
atteint la densité de la matière nucléaire. Au bout du processus, les couches externes de 
l'étoile rebondissent de façon explosive sur ce cœur, qui par neutronisation progressive, 
devient une étoile à neutrons. La pression quantique des neutrons est susceptible alors 
de compenser la gravitation, et la structure est stable dans un certain intervalle de 
masse. Lorsque la masse de l'étoile à neutrons atteint environ trois masses solaires, la 
vitesse de libération à la surface de l’étoile à neutrons atteint la vitesse de la lumière : 
l'étoile à neutrons devient trou noir. 

Les exercices suivant illustrent ces idées mais ils sont évidemment loin d’épuiser 
la variété et la dynamique des objets stellaires. Ils en donnent cependant un premier 
classement. Remarquons que le sujet fait appel à de nombreux domaines de la physique: 
physique statistique, mécanique quantique appliquée à des objets macroscopiques, 


gravitation ?. 


Remarque : Nous traitons ici de systèmes gouvernés par une force à longue portée, 
la gravitation. Comme indiqué dans l’introduction, ces systèmes sont non extensifs, 
et leur thermodynamique peut être contre-intuitive. Par exemple, l’expression de 
l'énergie d’une étoile montre qu’il s’agit d’un système à chaleur spécifique négative, cf. 
solution de l’Ex. 12.3. Le fait que les structures gravitationnelles à grande échelle aient 
des chaleurs spécifiques négatives est fondamental pour l’évolution à long terme de 
l'univers observable : il contredit l’idée classique, mais fausse, de mort thermique de 
Punivers par uniformisation des températures. En effet, le contact entre deux systèmes 
initialement à des températures différentes ne conduit à une égalisation que si leurs 
chaleurs spécifiques sont positives. 


12.1 Quelques données numériques utiles 
On prendra pour les masses du proton, du neutron, de l’hélium et de l’électron 


mp =1,67265x1077kg ou 938,27 Mev 


Mn = 1,67495xX1077/kg ou 939,57Mev 


Ceux qui voudraient approfondir leur connaissance peuvent se reporter à l’article synthétique de 
Roger Balian et Jean-Paul Blaizot dans Am. J. Phys. 12, december 1999, et aux références qu’il contient, 
notamment le livre de Chandrasekhar An introduction to the study of stellar structure, Dover. 
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Mk = 6,6472X10 7/kg ou 3734,3Mev 


me =9,10955 X10 kg ou 0,511 Mev. 
La charge électrique de e” est q =—1,602 x 1071? Coulomb. On posera 
g 
= —— =2,305 x 10 SI. 
ATE 


0 


Il est souvent pratique, pour les calculs numériques, d’introduire la constante de 
structure fine, sans dimension : 
g 1 
a= = : 
Aréohñc 137,036 








Le « contenu énergétique » d’une température absolue est obtenu à l’aide de la constante 
de Boltzmann : 


1eV = 12000K = 1,602 x 107!?]J. 


Pour le Soleil, on prendra comme masse et rayon 
Mo=2X10%kg, R=700000km. 
Il émet, sous forme de rayonnement électromagnétique, une puissance 
L=3,87X 10% W, 


que l’on pourra arrondir à 4 x 102 W. Enfin pour la constante de gravitation on 
prendra la valeur 


G=6,67X107!1SI. 


12.2 Origine de l'énergie solaire 


L'origine de l’énergie rayonnée par le Soleil a été une question récurrente dans l’histoire 
de la physique. Avant que la radioactivité soit découverte, en 1896, les deux sources 
possibles de l'énergie solaire étaient l’énergie chimique et l’énergie gravitationnelle. 
Examinons ces deux possibilités. 
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Exercice 12.1. [Énergie chimique.] L'énergie chimique envisageable correspond à 
la recombinaison des protons et des électrons pour former des atomes d'hydrogène, 
ce qui libère une énergie de 13,6 eV par atome formé. Supposons que toute la 
masse du Soleil soit composée de protons (la masse des électrons est environ 2000 
fois plus petite). Quelle serait, à rayonnement constant, la durée de vie 7 du Soleil ? 
On admettra que le taux de recombinaison correspond à la puissance L observée. 


Voyons à présent si la gravitation peut être une source d’énergie suffisante, 
L’effondrement d’une masse de gaz interstellaire, sous l’effet de l'attraction mutuelle 
des constituants, s'accompagne d’une augmentation de température, et par conséquent 
d’une émission de lumière. L'état initial (tous les constituants à l’infini avec une vitesse 
nulle) est pris comme zéro de l'énergie. 

Pour un ensemble de particules en équilibre soumises à une loi de force en 1/ri, le 
théorème du viriel permet d'établir que l’énergie cinétique est égale, au signe près, à 
la moitié de l'énergie potentielle, si bien que l’énergie mécanique totale est égale à la 
moitié de l’énergie potentielle : 


avec 





Exercice 12.2. [Énergie gravitationnelle.] 


A 


1. Donner une estimation de l’âge du Soleil, en supposant qu’il a toujours 
rayonné comme il le fait aujourd’hui. 


2. En supposant encore L constant, calculer le temps qu’il faut pour que le rayon 
du Soleil diminue de moitié. 


Remarque : En écrivant que l'énergie de l’étoile est purement gravitationnelle, on 
ne prend pas en compte l'énergie coulombienne entre les charges. Si celles-ci sont 
réparties uniformément, les charges positives et négatives s’annulent en chaque point, 
et l’hypothèse est justifiée. On néglige donc les effets de polarisation du milieu (chaque 
ion pouvant s’entourer d’une distribution de charge négative) 


C’était l’hypothèse adoptée par Kelvin pour estimer l’âge du Soleil, et par conséquent une borne supérieure 
de l’âge de la Terre, nécessairement plus jeune. Elle conduit, comme on va le voir, à un âge de quelques 
dizaines de millions d'années. Cette estimation fut jugée beaucoup trop courte, à juste titre, par C. Darwin 
et les géologues de la deuxième moitié du xrx° siècle. 
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Exercice 12.3. [Une estimation de la température du soleil.] On suppose que la 
matière du Soleil est sous forme d’un plasma composé essentiellement de protons 
et d'électrons libres, en nombre égal. Estimer à l’aide des résultats précédents 
la température de ce plasma à partir de la relation d’équipartition de l'énergie 
cinétique. 


12.3 Nucléosynthèse stellaire : pic de Gamow 


Nous savons depuis les années 1930 que la source de l’énergie solaire réside dans les 
réactions de fusion qui se déroulent en son centre. Chaque seconde, 624,5 millions de 
tonnes d’hydrogène se transforment en 620 millions de tonnes d’hélium, la différence 
de masse m étant convertie en énergie lumineuse selon la loi : E = mc2. On retrouve la 
valeur de L mentionnée plus haut. 


12.3.1 Conditions physiques de la nucléosynthèse 


Exercice 12.4. [Une estimation de la durée de vie du soleil.] L'énergie de liaison 
du noyau d’hélium est de 26,7 MeV. Si tout l'hydrogène du Soleil se transformait 
en hélium, quelle serait sa durée de vie, en supposant qu’il émette toujours la 
puissance actuelle. 


La séquence de réactions de fusion conduisant à la synthèse d’un noyau d’hélium 
dans le soleil est la suivante : 


p+p — d+e*+v+0,4 MeV 
et+e — y+1,0 MeV 
d+p — °He+5,5 MeV 


$He+He — “He+2p+12,9 MeV, 


dont le bilan total (on multiplie les trois premières relations par 2 et on ajoute la 
troisième) est la conversion de quatre protons en deux noyaux d’hélium : 


4p+2e —* He+2y+26,7 MeV. 


Les neutrinos, qui interagissent très peu avec la matière, s’échappent de l'étoile, mais 
emportent peu d’énergie. L'énergie libérée apparaît sous forme d’énergie cinétique des 
particules produites, lesquelles thermalisent à travers les collisions. 


Notons que ce n’est pas celle du projet « International Thermonuclear Experimental Reactor » (ITER) qui 
vise la réaction de fusion deuterium + tritium. 
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Pour que la première de ces réactions ait lieu, il faut, d’une part, que les deux 
protons s’approchent à une distance telle que l’interaction nucléaire, attractive, puisse 
jouer, soit environ 2 fm, d’autre part qu’un proton se transforme en neutron. Cette 
transformation procède par interaction faible, elle est donc très peu probable : c’est elle 
qui limite le taux de production de l’énergie dans cette phase d’existence d’une étoile. 

On posera e? = q°/(4xeo), q désignant la charge élémentaire et &0 la permittivité 
électrique du vide. La hauteur de la barrière coulombienne pour deux protons distants 
de r =2 fm est donc Vg = e?/r = 0,7 MeV. Elle est évidemment plus grande pour des 
noyaux plus chargés. Une énergie cinétique moyenne de l’ordre du keV (CfPEx. 12.3) 
ne permet pas de la franchir. 


12.3.2 Taux de réaction nucléaire et production d'énergie 


La barrière coulombienne ne peut être franchie thermiquement, elle est franchie 
par effet tunnel. Trois effets doivent être pris en compte pour calculer le taux de 
réactions : i) la probabilité quantique de franchissement de la barrière (effet tunnel), ii) 
la section efficace de collision et iii) la distribution des vitesses des noyaux susceptibles 
de fusionner. 


I. Effet tunnel 

Nous allons traiter le cas de la fusion d’un noyau de masse m1 et de charge Z, 
avec un noyau de masse m2 et de charge Z. Il servira pour la fusion (p,p), mais aussi 
(He, He) et pour les noyaux plus lourds. Le potentiel inter-noyaux est coulombien à 
partir d’une distance minimale r* où l’interaction forte prend le dessus : 





V(r) < 0 pourr<r* (12.1) 
Z126 
V{r) = 7 pour r>r*. (12.2) 


On rappelle que le coefficient de transmission + d’une barrière rectangulaire de 
largeur a et de hauteur Vo par une particule de masse m et d'énergie E est donnée par: 
T=exp(-G), 


où le facteur de Gamow G vaut : 


G= 24] Re a. 


On se place dans un référentiel lié au centre de masse des deux noyaux. Soit 
u = mim/(m + mm) la masse réduite et E = SUV — V1)? l'énergie cinétique de la 
particule relative. 
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Exercice 12.5. [AD] [Calcul du facteur de Gamow.] En considérant la barrière 
coulombienne comme une succession de barrières élémentaires de hauteur variable, 
montrer que le facteur G se généralise en une intégrale. 


1. Écrire et calculer cette intégrale. On désignera par V3 la valeur maximum de 
la barrière : Vg = Z1Z2e?/r*. 

2. Montrer que, compte tenu des ordres de grandeur des valeurs de E et de Vp, 
l'expression de G peut se mettre sous la forme : 


E 2ur?2272et 
G= > avec Ep = RE. (12.3) 


II. Section efficace de collision 

Pour des objets régis par la mécanique classique, la section efficace de collision est 
proportionnelle à leur section droite : s’ils sont compacts, de dimension caractéristique 
R, la section efficace sera en R2. Ici, les noyaux sont des objets quantiques, et il convient 
de comparer leur longueur d’onde de de Broglie à leur taille. Montrons que, aux 
températures considérées ici, la longueur d’onde de de Broglie est très supérieure à la 
taille des noyaux. On en déduira que l’on peut écrire la section efficace de collision 
sous la forme : 

_ S(E) 
T— pe 
où S(E) est une fonction qui incorpore l’effet de l’interaction nucléaire ; elle doit être, 
hors phénomènes de résonance, une fonction lentement variable de l’énergie. 

En effet, la longueur de de Broglie d’une particule de masse m et d'énergie E 
est donnée par la relation À = h/p = 4r2h2/2mE. Nous avons vu que les énergies 
cinétiques dans le Soleil sont de l’ordre du keV. La longueur d’onde associée est donc 
supérieure à 1000 fm, c’est-à-dire bien plus grande que la taille d’un noyau. C’est donc 
elle qui détermine la section efficace. Lors d’une collision, le mouvement relatif des 
noyaux est décrit par une fonction d’onde dont l’extension spatiale est de l’ordre de 
la longueur d’onde associée, et la section efficace de collision sera proportionnelle au 
carré 42, donc en 1/E. On pourra donc bien écrire « = S(E)/E. 


IL. Taux de collisions 
Lorsqu'un faisceau de particules est envoyé sur une cible, la section efficace de 
réaction est définie par : 


ei nombre de collisions par centre et par unité de temps 
nombre de particules incidentes par unité de surface et unité de temps’ 
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Exercice 12.6. [D] [Calcul du taux de collisions.] Soient #1 et #2 les nombres 
de noyaux de chaque espèce par unité de volume. On suppose que l’équilibre 
thermique est atteint. Calculer le taux de collisions (nombre de collisions par unité 
de temps et par unité de volume) pour une énergie relative Luv? comprise entre E 
et E+dE. 


IV. Taux de réaction 


Exercice 12.7. [D] [Calcul du taux de réaction.] En tenant compte de l’effet tunnel, 
déterminer, sous forme d’une intégrale sur l'énergie, l'expression du taux de 
réaction w, c’est-à-dire le nombre de réactions de fusion par unité de temps et de 
volume. Montrer que l’intégrand est très piqué autour d’une valeur Eg (appelée 
pic de Gamow) que l’on déterminera, et en déduire une expression approchée de 
w utilisant la méthode du col. 


V. Production d’énergie 

La réaction qui conduit à la formation d’un noyau de deuterium procède par inter- 
action faible. Elle est considérablement moins probable que les autres, qui procèdent 
par interaction forte. Les valeurs du facteur S(E) qui intervient dans la section efficace 
de collision sont S + 3,8 x 107% m°? keV pour la réaction de fusion de deux protons 
en deuterium, et S 5 x 1072 m? keV pour la réaction de fusion de deux noyaux 
d’hélium-3. C’est donc la première qui limite le taux de production d’énergie stellaire. 


Exercice 12.8. [Calcul de la production d’énergie.] 

1. En utilisant les résultats des trois exercices précédents, calculer dans la 
réaction de fusion (p-p), l'énergie produite par unité de temps et par unité 
de volume, puis par unité de temps et unité de masse. On prendra, pour la 
valeur de la densité de protons celle qui règne au centre du Soleil, c’est-à-dire 
100 fois leur densité moyenne dans tout le soleil. On prendra une valeur de la 
température de 12 x 10% K. 

2. Quelle fraction du volume total du Soleil doit être le siège de ces réactions 
nucléaires, compte tenu de la puissance totale émise par celui-ci ? 

3. Comparer à l'énergie produite par unité de temps et de masse du corps 
humain qui est d'environ 10? Joule par jour. 


12.4 Naines blanches 


Pendant toute la phase de synthèse de l’hélium, l’énergie libérée génère une pression 
du plasma capable de compenser la tendance à l’effondrement gravitationnel : c’est la 
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phase d’équilibre hydrostatique de l'étoile. Lorsque l'hydrogène a été brûlé, l’émission 
de lumière ne peut prendre sa source que dans l’énergie gravitationnelle, et l'étoile 
se contracte à nouveau. Le sort ultérieur de l'étoile dépend de sa masse. Lorsque 
cette masse est de l’ordre de celle du Soleil, l'augmentation de température qui 
accompagne la contraction n’est pas suffisante pour que s’enclenchent des réactions 
thermonucléaires de fusion des noyaux d’hélium-4 formés dans la première phase de 
la vie de Pétoile : la barrière coulombienne est trop grande. On peut montrer (mais 
nous ne l’aborderons pas ici) que lors de la contraction, la température passe par un 
maximum puis diminue. L'étoile va se refroidir petit à petit. L'énergie des électrons 
augmente avec la densité. La pression que ce gaz quantique est susceptible d’exercer 
augmente également, et vient un moment où cette pression est capable de compenser 
la pression gravitationnelle : il s’agit de la phase naine blanche. Mais ceci n’est possible 
que si la masse de l'étoile ne dépasse pas une limite, appelée masse de Chandrasekhar. 
L'existence de cette limite, on va le voir, est due à ce que les électrons deviennent 
relativistes. 

Le but de l'exercice est de calculer cette limite, dans un modèle simple. L'approxi- 
mation essentielle du modèle consiste à considérer que les grandeurs physiques sont 
uniformes dans tout le volume de l’étoile. 

On se place à température nulle, condition qui sera justifiée à la fin de l’exercice 
par la cohérence des résultats obtenus. On désigne par R le rayon de l'étoile, et par M 
sa masse. 


Exercice 12.9. [Calcul de la densité d’électron.] On admet que l'étoile est constituée 
entièrement de noyaux d’hélium-4 et d'électrons. Déterminer l'expression de la 
densité électronique p (nombre d’électrons par unité de volume), et celle de leur 
moment de Fermi kr. 


Note : on remarquera que la masse de l'étoile est déterminée essentiellement par 
celle des noyaux, les électrons y contribuant de façon négligeable. 


Puisqu’il faut traiter le cas où les électrons deviennent relativistes, on utilisera 
d’emblée les expressions correspondantes entre énergie et moment. Dans ces conditions 
l'énergie de Fermi est définie par : 


EF = JRkic? + mc mc. 


L'énergie totale des électrons, E, (incluant leur énergie de masse), est donnée par 
l'expression (V = volume de l'étoile) : 


V 4,5 XF 
ses | dx Vire, (12.4) 
0 


r2h5 


128 CHAPITRE 12. LE NEZ DANS LES ÉTOILES 


où XF — hkr/(mc). 
En effet, l'énergie se calcule par intégration dans la sphère de Fermi, en tenant 
compte d’un facteur de dégénérescence de spin égal à 2 : 


= 2V L k2dk Vn2k2c2 2,4 
Eee ny | Ar c° +m”c", 


ce qui conduit au résultat proposé. 
L'intégrale 12.4 se calcule analytiquement. Le résultat est le suivant : 


XF 1 
L'avis cf 1+x2(1+ 2x4) —log(xr + 1+)|. 


0 
À l’aide d’un développement dans la limite xr >> 1 (limite relativiste), l’énergie des 


électrons s'écrit : 2/3 
hcV ,, > 43 mc? { 1 
Be (8°) Û Ur Grp) ne 


où on a tenu compte de la relation k£ = 3x/p. L'énergie totale E de l'étoile s’écrit 
comme la somme de l'énergie des électrons et de l’énergie gravitationnelle des ions 
(à température nulle, l’énergie cinétique des ions est nulle). On rappelle que l’énergie 
gravitationnelle d’une sphère homogène de masse M et de rayon R a pour expression : 





ÉRes 
PUS R 
Exercice 12.10. [Calcul de l'énergie de l’étoile.] Montrer à l’aide de l’Éq. 12.5 que, 
pour une masse donnée M, l'énergie de l’étoile a la forme suivante : 
aM?  BM“"° 


E=-—— + +7M8R, 
RN 2 


où le premier terme provient de l’énergie gravitationnelle et les deux autres termes 
de l’énergie des électrons. Donner l’expression des coefficients @,B et y. 


Exercice 12.11. [Calcul du rayon de l’étoile.] Écrire l'équation qui détermine la 
valeur du rayon R,, pour lequel E est minimum. Montrer que cette équation n’a 
de solution que si la masse de l'étoile est inférieure à une valeur limite Mc dont on 
donnera l’expression. Calculer le rayon d’équilibre pour M < Mc. 


Validation des hypothèses faites 


On se place dans le cas d’une étoile de masse égale à celle du Soleil, dont la température 
en fin de nucléosynthèse de l’hélium est de l’ordre de 107 K 


ue 
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Exercice 12.12. [Ordres de grandeur.] 


1. Limite relativiste pour les électrons : calculer le rayon d’une naine blanche 
dont la masse est M = 2 x 10% kg. En déduire la densité électronique, le 
moment de Fermi et comparer la valeur de ñkpc à l'énergie de masse d’un 
électron. 


2. Température nulle : Calculer l'énergie de Fermi des électrons et comparer à 
leur énergie thermique. 


3. Contribution des ions à la pression totale : Calculer la pression des ions, 
considérés comme un gaz parfait. Comparer à la pression quantique du gaz 
d'électrons. 


Remarques finales 


1. La valeur trouvée pour la masse de Chandrasekhar (1,7 masse solaire) est un 
peu plus grande que celle qu’on trouve si l’on ne fait pas l’approximation d’une 
densité et d’une température uniforme dans tout le volume de l’étoile, soit 1,4 
masse solaire. 


2. Le mécanisme par lequel une masse limite apparaît tient à la nature de la relation 
énergie-quantité de mouvement pour un gaz ultra relativiste : £ = ñkc (alors que 
pour un gaz classique, on a : = h?k?/2m). Il en résulte que la dépendance de 
l'énergie totale par rapport au rayon de l’étoile comporte deux termes en 1/R de 
signes opposés. Nécessairement, pour un masse suffisamment grande, l'énergie 
cinétique ne peut plus contrebalancer l’énergie potentielle de gravitation, d’où 
l'instabilité. 


12.5 Étoiles à neutrons 


Dès la découverte du neutron par Chadwick en 1932, l’idée que des étoiles à neutrons 
puissent exister a été proposée. Mais il fallut attendre 1967 pour qu’une étoile à 
neutrons soit identifiée. Ce travail est dû à Jocelyn Bell, étudiante, travaillant à sa thèse 
à Cambridge sous la direction d’Anthony Hewish * 


Anthony Hewish et Martin Ryle reçurent seuls en 1974 le prix Nobel pour cette découverte. Jocelyn Bell 
fut faite « Dame » (équivalent féminin de Sir). Il est amusant de noter qu’au début, A. Hewish a cru qu’il 
s'agissait de signaux radio provenant d’extra-terrestres : il avait même nommé ce premier pulsar LGM-1 
(Little Green Men 1). L'abandon de cette hypothèse hardie conduira à une nouvelle dénomination, plus 
administrative, de l’objet : PSR 1914+21. 
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Ainsi que nous l’avons indiqué dans l’introduction de ce chapitre, dans les étoiles 
massives (disons, au-delà d’une dizaine de masses solaires), la réserve d’énergie 
gravitationnelle est suffisante pour que la nucléosynthèse continue au-delà de Phélium, 
malgré les barrières coulombiennes de plus en plus grandes entre les noyaux produits. 
Le processus se poursuit mais atteint une limite naturelle avec la synthèse du Fer-56, qui 
est le noyau le plus stable de tous. Les réactions nucléaires qui peuvent encore avoir lieu 
sont toutes endothermiques, qu’il s'agisse de la dissociation du Fer ou de la synthèse 
d’éléments plus lourds. La température de l'étoile ne peut donc plus être maintenue, et 
sa contraction s’enclenche de façon extrêmement rapide : l'étoile s’effondre sur elle- 
même en chute libre. Au cours de ce processus, l’énergie de Fermi des électrons (qui 
suivent l'effondrement) augmente, et lorsqu'elle devient supérieure à la différence de 
masse neutron-proton, les électrons sont capturés par les protons (p+e° — n+y) : c’est 
l’origine de la neutronisation de la matière. Pour l’essentiel, les neutrinos s’échappent 
de l'étoile, emportant de l'énergie, ce qui contribue à accélérer son effondrement, et 
le processus ne s'arrête que lorsque la matière atteint la densité nucléaire. Celle-ci 
étant peu compressible, un cœur dur se constitue peu à peu, sur lequel la matière qui 
s'effondre va rebondir et conduire à un supernova : l'étoile explose, et laisse au centre, 
suivant la masse, une étoile à neutrons ou un trou noir. 

Ce scénario est confirmé par les quelques estimations qui suivent. Nous allons 
supposer que la densité de l'étoile est telle que les neutrons doivent être traités 
quantiquement, c’est-à-dire comme un gaz de fermions. La validité de l'hypothèse 
sera confirmée par la cohérence des résultats obtenus. On désignera par M la masse de 
l'étoile, R son rayon, et m, la masse du neutron. 


Exercice 12.13. [Énergie cinétique des neutrons.] Donner l’expression de l’énergie 
cinétique des neutrons. 


Exercice 12.14. [Calcul du rayon de l’étoile à neutrons.] En utilisant l'expression 
de l’énergie gravitationnelle de l'étoile et les résultats de l’Ex. 12.13, déterminer la 
relation masse-rayon de l’étoile qui minimise cette énergie. 


Exercice 12.15. [Validation des hypothèses] Calculer le rayon de étoile pour 
une masse égale à celle du Soleil. En déduire l’énergie de Fermi des neutrons et 
comparer à la température initiale de l'étoile, soit environ 107 K. 


Exercice 12.16. [Trou noir] Rappeler l’expression de la vitesse de libération d’un 
objet de masse m soumis à l'attraction d’une étoile de masse M et de rayon R. Pour 
quelle masse la vitesse de libération est-elle égale à la vitesse de la lumière ? 


CHAPITRE 13 


Appendice Mathématique 


13.1 Fonctions d'Euler l'(x) et B(p,q) 


Cette intégrale joue un rôle permanent en mécanique statistique : 


= feras 1. 


Démonstration. On calcule 1? par une intégrale double en cartésiennes, puis on passe 
en polaires. 


Donc: 
feras e (13.1) 
a 
On définit pour x > 0 
FE ii et ldt = 2 | ess lds. (1312) 
0 0 
Clairement 


F()=1 et T(1/2)= Vr, 
et par intégration par parties 
F(x+1)=xT (x). 
Donc 
nl=T(n+1). (13.3) 


Les fonctions B(p,q) sont ainsi définies 


1 
59 | #1Q-nriar p>0,q>0 (13.4) 
0 


Manifestement 

B(p,q) = B(q,p). 
On montre aussi que 
T(p)I(g) 


Tp+q) ei 





B(p,q) = 
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Démonstration. On écrit le produit l(p}['(g) comme une intégrale double en carté- 
siennes, puis on passe en polaires. Reste à poser cos 8 = { pour achever la démons- 


tration |. 


13.2 Méthode du col (vision très sommaire) 


j= fa, 


quand f(t) est une fonction très grande > 0, sauf autour d’un minimum #. Utilisons le 
fait que l’intégrand ne prendra de valeurs notables qu’autour de to où f(t) se comporte 
(généralement) comme une parabole. Comme f”(t0) = 0, le développement de Taylor 
donne 


Soit à évaluer 


f() = f(to) +1/2{t-t0)?f" (to) +… 


Portons dans l'intégrale les deux premiers termes, il vient 


2 
J = ef Uo) [+ Fo) gr, 





où f”’(fo) > 0. Soit, avec l’aide de l’Éq. 13.1 


2x 


2 p (to) 
FO APE) 


(13.6) 





Remarque : Ce qui précède donne seulement une vision intuitive de la méthode. Les 
démonstrations mathématiques correspondantes ne sont pas simples et font appel à 
des séries asymptotiques qui sont en général divergentes mais dont les premiers termes 
donnent souvent une excellente approximation. 


13.3 Formule de Stirling 


C’est une approximation de n! d'autant meilleure que n est grand. On peut la dériver 
par la méthode du col. On part de (13.3) pour l'écriture de l'(x+ 1). La fonction f(t) 
est alors 

ft) =t-xlogt 


! Ce qui fournit, en passant, les formules de Wallis donnant l'intégrale de cos" 0sin" 8 entre 0 et x/2. 
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et son minimum fo = x. L'application de (13.4) donne directement la formule de 
Stirling 
xl exe * V27x. (13.7) 


13.4 Volume et surface de l'hypersphère 


Dans l’espace à N dimensions, RN, pour des raisons d’homogénéité, le volume de la 
sphère de rayon R est 
Vy=anR", (13.8) 


où an est le volume de la sphère de rayon 1. 


av= | a dx1dx2 .…..dxn; 
xl? <1 x2+x2+..+xt <1 


an = [af dx1dx3 ...dxN, 
xt. HS 1-x2 


1 


ou encore 


où la seconde intégrale est la mesure du volume de la sphère de rayon 4/1-x? de RTL: 


Donc (voir Ég. 13.8) : 
1 
an = 2@N-1 Î (1-32) 7 dx 


En posant x? = f, le calcul de l'intégrale se ramène à celui d’une fonction B(N +3, 5) 
(voir Éq. 13.4) qu’on exprime à l’aide des fonctions [. Finalement on trouve en 
résolvant la relation de récurrence : 
N/2 
T 
Vu = =———R\ = anR\. 13.9 

NU T(N/2+1) : LS, 
L'expression (13.9) sera généralement évaluée à l’aide de la formule de Stirling. 
Remarque : On peut donner une autre démonstration de la formule 13.9. Elle est plus 
rapide, mais nécessite une astuce. 


Soit f(x) une fonction intégrable sur RV ne dépendant que der = JE x?, alors 
l'intégrale multiple se ramène à une intégrale simple 


[re = Nan | for" tr (13.10) 
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En effet dx = dVn = Nanr\-lür. : 
Considérons maintenant la fonction f(x) = ex = [I e*. Comme l'intégrale 
multiple se sépare, on a 


fran feas-(fe a) cr 


Appliquons alors l’Éq. 13.10, il vient 
du 1. N 
(Vr)" = Nan [ el dr= Nan). 
0 
D'où, comme ST (à) =Tr eo +1), une autre démonstration la formule 13.9. 


13.5 Transformation de Laplace 


(Un peu) analogue à la transformation de Fourier, la transformation de Laplace est 
définie ainsi : sous réserve de convergence, on appellera F(B) = £(f) la transformée de 
Laplace de la fonction f(E) 


F(B) = | ePEF(E) dE. (13.11) 
0 
La transformée de Laplace inverse £-1(F) redonne f. On utilisera deux propriétés qu’il 


est facile de vérifier : 
— En prenant la définition de la fonction F, 





1 FF 
, = _ 
LG) ur n7®) avec u>-1. 
— Comme pour la transformée de Fourier, en passant par l’intégrale double 
L(Fx8)= LF)L(). (13.12) 


Transformée de Laplace inverse 


On peut montrer qu’elle est donnée par 
1 
fŒ)= L(F)= — | SEF(B) dB, (13.13) 
217 Ja 


où A représente une droite parallèle à l’axe des ordonnées, et située n’importe où à 
droite des singularités de F 
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Remarque : La formule (13.11) se prête bien à son évaluation par la méthode du 
col. On trouve ainsi souvent une approximation simple de f en calculant ensuite la 
transformée de Laplace inverse. 


13.6 Méthode des multiplicateurs de Lagrange 


Soit f(x1,%2, +: ,Xn) une fonction de n variables, où f est de classe C l dans un domaine 
D. Pour que f soit extremale à l’intérieur de D, il faut que 


d | 
êx; 


On cherche maintenant les extrema de f liés par la condition 


0, 5=1l...n. 


LCc15%23°*" ,Xn) = 0. 


C'est-à-dire qu’on cherche des x; tels que 


ôf 
—dx; = 0, 
ôx; É 
où les dx; ne sont plus indépendants, mais liés par 
ôg 
” De = 0. 


Adoptons un point de vue géométrique. Considérons les 3 vecteurs : F = (GE, G= . }, 
dx = {dx;}). On cherche les solutions de 


F.dx= 0, (13.14) 
avec 
G.dx = 0. (13.15) 


Ce qui veut dire que G est orthogonal au sous-espace orthogonal à F et donc? qu’il 
sont colinéaires. Il existe alors un nombre 4 tel que F+1G = 0. On devra donc résoudre 
le système de n équations à + 1 inconnues (x; et À) 

of, ,08 

— + = 0, 

ôx; ox; 
complété par 

gGc5%2 ++" ,%n) = 0. 


Ceci est clair dans R? : les dx sont dans le plan perpendiculaire à F, mais on peut généraliser. 
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13.6.1 Application 


Soit ñn nombres positifs p; tels que Xp; = 1 (on peut penser à des probabilités). 
On appelle S = -Y pilogp; l’entropie. Montrons que l’entropie maximum implique 
l'égalité de tous les p; à 1/n. On introduit le multiplicateur de Lagrange À pour tenir 
compte de la contrainte Y p; = 1. Il faut donc rechercher l’extremum de 


pi logpi-A(S pi- 1). 


L’annulation des dérivées partielles par rapport à p; donne logp; = -(1 +), pour tout 
k 

On suppose qu’on se donne # réels E; et qu’on veut assurer en plus que Xp;E; = E 
(On veut conserver par exemple une énergie moyenne). On ajoutera alors un second 


multiplicateur de Lagrange et on cherchera l’extremum de 


=) pilogpi-A( pi-1)-8() piBi-E). 
L'annulation des dérivées partielles par rapport à p; donnera 


logp; =-(1+4)-BE;, 





soit 
e BE: 
ri 
avec Z = elti = Ye bi et 
Ë = 2 Eje PE; | 
Z 


13.7 Calcul des variations. Équations d'Euler 


On se donne une fonction f (x(r),x(t),t), où x et x sont elles-mêmes des fonctions 
(inconnues) de t. On considère la fonctionnelle 


2 
La A(D,9= [FA de 
ti 
Un exemple est l’action mécanique donnée par 


= [limé-vooiéx (13.16) 


t 
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Le problème est le suivant : comment choisir la fonction x(+) (et sa dérivée) pour que 
L soit extremum, sachant que x(#1) et x(f) sont donnés. 

Supposons qu’on ait trouvé une solution, écrivons la variation 6L induite par une 
petite variation 6x et 6x autour de la solution x(#). 


= J CRU AUD + 1) dr 1h FCO A(D,D de 


La condition L extremale ou stationnaire signifie que 6L doit être nul au premier ordre 


Vôx. 
Comme au premier ordre en Ô 
Ôf _. ôf 


GE) + 6x, xt) + 64,1) = F(x(r), x CE), €) + x + dx 


Lo] Le] 
6L(x(t},x(t),t) = f PAU dt+ 1 ul dt. 
: Ôx : ox 


1 1 
Intégrer par partie la dernière intégrale permet de mettre en facteur 6x sous le signe 


somme : 


on tire que 


of dôf 
L ; —— —— ; ; 
ôL(x(t}),x(t),t) = [: + H we dt=0 (13.17) 
En effet, la partie tout intégrée qui s’écrit 
of lt 
x : 


vaut 0 puisque 8x(#1) = 8x(f2) = 0 (x(r1) et x(f2) sont fixés). 
Comme on veut l'égalité (13.17) à zéro Y 6x, il reste l'équation 
of _dof_ 
ôx dtôx ” 
appelée équation d’Euler. 
On vérifiera qu’on retrouve bien l’équation fondamentale de la dynamique F = ma 
en minimisant l’action mécanique (13.16). 
Si on avait, de plus, une condition de type 


f2 
sh g(x(E),4(#,1) dt =0 (1318) 
ti 


(extrema liés), on opérerait avec la méthode des multiplicateurs de Lagrange. C’est-à- 
dire qu'on écrirait l'équation d’Euler appliquée à la fonction 
J GE), &(E), 5) + Ag (x UE), à (6), r). 


Il faudra ensuite utiliser la condition 13.18. 
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Exercice 13.1. [PD] [Chaïînette] On considère un fil pesant, dans le plan vertical, 
de longueur / donnée et attaché en deux points sur l’axe des xenx=0etx=a. 
Calculer sa forme d’équilibre. 


Indication. Soit y(x) l'équation de cette forme. On a les conditions aux limites 
y(0) = y(a) = 0 et la contrainte 


= [ 1+y/2dx. (13.19) 
0 


L'équilibre sera atteint quand le centre de gravité sera le plus bas possible, soit 
quand 


a 
= [> 1+y2dx (13.20) 
0 


sera minimum. 


13.8 Rappels succincts de mécanique analytique 


13.8.1  Équations de Lagrange 


On utilise 4, coordonnées généralisées à la place de x. Par exemple à 3d, q peut signifier 
{x,y,z} ou {r,6,6}. Avec N particules, c’est un vecteur d’un espace à 3N dimensions et 
en cartésiennes on aura 


di —X1,%2 — ÿ1,43 —Z1:4,4 —X2°°" ,G3N —ZN. 
On introduit le Lagrangien 
L(q,4)=K-V, 


où K est l’énergie cinétique et V l'énergie potentielle. On se limitera au cas où K a la 
forme K =» aid où a et V sont des fonctions de q seulement (et pas de à ou de t).Il 
s’agit d’un mouvement conservatif. 
Sur la droite à 1d: 
L=1/2mi-V(x). (13.21) 


Il faut comprendre par exemple que dans le cas à 3N dimensions 


dL = De EE Tdi noté Tada+ Sd (13.22) 
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La trajectoire q(t) (par ex. x(t),y(t),z(#)) est solution de la minimisation de l’action 


f2 
s= [ L(q d)ét. 
ti 


Il faut alors intégrer les équations de Euler-Lagrange 


L_ 40 | 
0q dtôg. 


(13.23) 
À 1d l'Éq.13.23 redonne évidemment 
dV 
= = F(x). 
mi ne (x) 
Introduisons l’hamiltonien et pour simplifier l'écriture mettons-nous à 14. On a 

EL = De a AS 

Soit avec l’Éq.13.23 


êL 
Là = . 


ôL He de 
ag 124) = Cte=E. 


On définira l’hamiltonien par : 


ou 


êL 
H(a, à) = gg 1). (13.24) 


À cause de la définition de L et de la dépendance quadratique de K en 


ôL._&K 
64° à 


d’où une autre écriture de l’hamiltonien 
H(q,g)=2K-L=K+V(g). 


C’est donc l'énergie totale du système. 
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13.8.2 Équations de Hamilton 


On définit maintenant les moments conjugués 


20 (13.25 
P= 0g * ) 
À 1d on aura, à cause de l’Éq. 13.21 
p=mi. 


Dérivons le moment conjugué, à l’aide des Égs. 13.23 d’Euler-Lagrange on obtient 


jt (13.26) 
ôq 
Et comme 
H=pà-L(a,à), 
7. ôL, ôL 
dH = pi + àdp= 7 de rie 


Par définition de p le terme en dÿ s’annule. Maintenant par définition de l’hamiltonien 
(Ëq. 13.23) on a également 


OH 0H 
dH = 0 2"  P 


on déduit les équations de Hamilton 


oH 
0q P 
0H _. 
® T7 


Ce qui, pour l'exemple donné est une façon savante d’écrire 


ma=F=-û4V. 


Tous les calculs précédents restent vrais pour d quelconque (voir la remarque 
précédant l’Éq. 13.22). 


13.9 THÉORÈME DU POINT FIXE j4l 


Attention à l’abus d'écriture : la fonction mathématique H(p, q) n’est évidemment 
pas la fonction H(q, à). 


Les équations de Lagrange ou de Hamilton, équivalentes au fameux ma = F 
permettent d'écrire des équations différentielles (couplées) qui donneront en principe 
aussi g(t) et p(t). L'intérêt de cette nouvelle formulation va venir plus loin. 

L'espace de phase pour un fluide est l’espace des {p,q}. C’est un espace qui a 
généralement de l’ordre de 6 x 10% dimensions, qui n’est donc pas l’espace ordinaire 
quiena généralement trois. 

Donnons un exemple important de l’utilisation de ces coordonnées généralisées 
qui sera utile dans l’étude des mouvements de rotation. 


13.8.3 Coordonnées sphériques 


On écrit {x,y,z} en sphériques, on dérive par rapport au temps, puis on calcule 


22 +32 + 5j} = r(d?sin29+6?)+5?. 


Ensuite de ; 
L= LUN CA sin 0+82)+r/]-V(r,8,4), (13.27) 
on tire . 
L ; 
parut mr? 
PeT p 
L . 
Po = F = mr°@sin? 0 
= oË =mi 
pee dr 
Soit 


2 2 2 
Ph nee APRES (13.28) 


H(p,q) = ——# + — 
(pq) 2mr2sin29 2mr? 2m 


13.9 Théorème du point fixe 
Considérons la suite définie par récurrence 


Xn+1 = f(x); (13.29) 
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où f est une fonction dérivable. L'exemple le plus fameux est la suite géométrique 
Xu+1 = AXn. (13.30) 


Quand N — © 

elle diverge si [A] > 1 en tendant vers l'infini 

elle tend vers 0 si [A] <1 

elle est constante et vaut xo si A=1 

elle diverge sans tendre vers linfini si [A] = 1 avec 31 4 0. 
Prenons deux autres exemples que nous considérerons plus tard : 


1 a 
Xn+1 = 2 Xn + x » (13.31) 
Xne1 = Axn(1-%). (13.32) 


Sauf pour la suite géométrique (x, = 2"x0) et quelques cas rares on ne sait pas exprimer 
de façon compacte x, en fonction de x. On peut néanmoins étudier la suite avec la 
méthode suivante. Soit x* un point fixe de cette suite, c’est-à-dire une solution de 
l'équation 

x = f(x). (13.33) 
Si la suite définie par l’Éq. 13.29 converge et a pour limite L, alors x,41 et x, tendent 
vers let par passage à la limite dans l’Éq. 13.29, on obtient bien l’Éq. 13.33. Mais ceci 
ne signifie pas la réciproque : tout point fixe n’est pas nécessairement ® limite. Bien sûr si 
on part exactement de x9 = x*, la suite reste constante. Mais que se passe-t-il si on part 
d’une valeur voisine ? Réécrivons l’Éq. 13.29 


Ant 2 © fn) 2 = fn) FR). 
Faisons un développement autour de x”, il reste 
Xns1=X = (x, -x*)A avec 2=f'(x*). 


Posons X, = x,-x*, on se ramène à la suite géométrique (13.30). Conclusion, si 
la fonction est dérivable, il faut la condition |f’(x*)| < 1 pour que le point fixe soit 
également limite de la suite. 


Exercice 13.2. Calculer la limite de la suite (13.31). Y-a-t-il sensibilité aux condi- 
tions initiales ? 


3 Et d’ailleurs il peut y avoir plusieurs points fixes, alors que la limite est unique. 
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Exercice 13.3. [PD] [Équation logistique.] Calculer le point fixe de la suite (13.32). 
À quelle condition sur 1 est-il stable ? Regarder numériquement ce qui se passe 
pour A= 4. 


13.10 intégrales de Fermi 


Ce sont des intégrales du type 


e 
Le [de 


qu'on voudra évaluer à la limite de haute et basse température. 


1. Pour B petit (T grand). 
On pose x = Be et z = él! et on sait que z — 0 (u doit être < 0 pour que la densité 


reste finie). 
1 x" 1 x"ze* 
I = —— —— fx = —— dx 
L rl B"* EE 


et comme ze * < 1, on peut faire le développement en série : 


1,= Fi 7] x” (- Jr no x x. 


n=1 








Posant nx = t et isolant la fonction [qui apparaît : 


F(v+1) 24 
I,= B"*1 20 TE 





Soit , 
LA, 2 
Lip = 287 C3 +4 
3 Vr 2 
B2 = 22 sn td 


2. pour B grand (T petit). Montrons le lemme de Sommerfeld. 
À la limite T = 0, il est clair que pour tout (€) : 


# q(e) are 
En il p(e)de. 
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Soit en terme de distribution : 


; 1 
DO Len © PAT 


Cherchons un développement systématique au-delà de la fonction de Heaviside 
Y. Pour cela, ôtons de l’intégrale sa partie dominante. Soit à évaluer 


+00 U 
a= [ nde- | yp(e)de. 


Posons B(e-—y1) = x et séparons l'intégration pour x > 0 et x < 0. 


' pari), rs, 
af + as [° ARE Past [ pal 


ou encore en regroupant et en changeant x en -x pour les valeurs négatives de x 


1 f© 1 x x 
az [ dx (our vu À) 


qui peut s'approcher (au second ordre) par : 


ÀA=-— cl dE 26 (a) 


00 2 

X 
le des de. 
o +1 12 


On le démontre par un procédé tout à fait analogue au calcul précédent (on 
multiplie par e"* haut et bas l’intégrand, puis on fait un développement en série). 
Il reste alors que 








Or 





1 
1+ ten) : _ 
En effet si Vo, la distribution T est telle que < T,g >=-@'{u), alors T = 6’(x-u). 
Ceci justifie les développements utilisés à basse température. 


= Y(u-e)- re H)+. 


On aura également besoin de connaître des intégrales de type 


(oi) x® 
= dx, avec a > 0. 
Ja L _. 


En multipliant encore par e* et en développant on trouve immédiatement que 


=T(a+1){a+1), 





ES 


où / (a) = } n° est la fonction de Riemann. En particulier J, = L et J3 = 5. 


Deuxième partie 


Solutions 


CHAPITRE ! 


Mise en jambes 


Solution 1.1 On aura en unités MKSA 
S 70 
RE 
ky 18000 X 1,38 10-23 


parce que est la fraction de mole contenue dans 1 mg d’eau. Soit 





020 2 2010” 


7 L € x1 
Solution 1.2 Prenons 10g de matière et deux cas de composition chimique extrêmes : 
du plomb #8 Pb et du dihydrogène H2. Dans le premier cas il faudrait 208 g et dans le 
second 2g pour obtenir Ma = 6 X102* molécules. Donc, dans 10g de dihydrogène il y a 
1x6 x 107 molécules, alors qu'il ya 2% X6 X 107 atomes de 28 Pb, Le logarithme de 
N est donc compris entre 52 et 56. Il baisserait de log 10 = 2.3 si on avait pris seulement 
1g de matière. 


Solution 1.3 
1. C’est une loi binomiale : on répète N évènements indépendants de probabilité 
p= à et on cherche la probabilité de n succès, donc 


P(n) -(ora-prr- (x) (11) 


Onañ=Np= F, ce qui était attendu et o? = Np(1-p) = Æ. On voit que l'écart 
relatif o/ñ = 1/ VN = 1071, si N est le nombre d’Avogadro. 
2. La variable aléatoire n est la somme de N variables aléatoires indépendantes 
valant 0 ou 1 avec la même probabilité, suivant que la molécule est à gauche ou 
à droite. Cette variable aléatoire possède un écart quadratique moyen fini; on 
peut donc, pour # grand, appliquer le TLC. Le TLC, qui traite n comme une 
variable continue, donne 
1 PRES 
Q(n)dn=——e ?% dn. (1.2) 
27 


#[z 
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C’est la probabilité que le nombre de molécules à droite soit compris entre n 
et n + dn. Comparer avec le résultat exact, Eq. 1.1, n’a de sens qu’autour de 
n= Ï, aussi est-il naturel de poser n = ëS + et de chercher un développement 
de l’Éq. 1.1 en puissance du petit Daramene s. On a, à l’aide de la formule de 


Stirling complète : 


(e Feu ee N 
Me) (ENEN (N+) TND Var 
NN [N-s\ | 2N 
P(s) = NE (=) ANS) 


2 S 1=ù 
logP(s)=N lo8N > IogN ie +518 


On écrit alors que 





5 
+3 (loe2N- logr— log) 


Et par un développement limité en +, 


2 
log P(s) = Je + = lo8 2N 


Donc asymptotiquement on obtient 


P(s) + VE. (13) 


Or la formule (1.2) donne ! pour la loi de la variable aléatoire s = 2n—N 





52 
R(s)ds = ; e ds = S P(S)ds 


N 
277% 


D’où vient ? ce facteur À 3 ? Lorsqu'on a appliqué la formule de Stirling à (a) on 
n’a pas tenu compte dec ce que N+s devait être pair (n, le nombre de molécules à 
droite doit être un entier) ; sinon la probabilité est nulle (événement impossible). 
Donc, dans un cas sur deux, il faut prendre P(s) = 0. D’où le facteur 1 à la limite 
continue. 


! Comme R(s)ds = Q(n)dn et dn = ds/2, R(s) = + Q(n(s)). 
2 Qui met en évidence que la limite continue de P(s) n’est pas normalisée. 
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Remarque : En fait, nous avons traité un problème beaucoup plus général, celui de 
trouver la loi de distribution d’une variable aléatoire n qui est somme de N variables 
aléatoires indépendantes valant a ou b avec la même probabilité. Par exemple, pour 
a= 1 et b= 1, c’est le problème de la marche aléatoire sur une droite ou du mouvement 
brownien à une dimension ou celui du gain dans un jeu équitable. En considérant 
que la valeur d’un actif en bourse est la somme de ses variations, c’est aussi le modèle 
financier qui va inspirer Bachelier ?. 


Solution 1.4 La réponse élémentaire est qu’il y a n x 107? molécules dans Si, n x 1074 
dans S, etc. Mais que signifierait n x 10-24 = 1/10 dans Si, la molécule ne pouvant se 
couper en 10? Manifestement, qu’il y a une molécule (en moyenne) tous les 10 flacons 
de 1 litre. 

Dans ce problème de dilution tout se passe comme si, à la rième dilution, on 
extrayait un volume y de 1 litre d’un volume V de 100' litres contenant exactement # 
molécules. Si le mélange est homogène, la probabilité pour qu’une molécule donnée 
soit dans le volume v est p = v/V = 1077", La probabilité que ce volume en contienne 
exactement X est donnée par la loi binomiale : 


P() = (jeta pe, 


Cette équation suppose l'indépendance des probabilités, c’est-à-dire que les particules 
de soluté n’interagissent pas entre elles #. C’est une approximation (justifiée) de faible 
densité. On trouve alors que c’est bien la valeur moyenne : 


n 
{k) Ea 102"? 


qui coïncide avec la réponse élémentaire de la « règle de trois ». 
Dès qu’on a 107" = n on peut considérer la loi binomiale comme une loi de Poisson 
de variance : 
Vn 


og = Y{k)= —. 

AN er 
Pour r = 12, on a (k) = 1/10 et donc o& = 0.33, et pour r = 15, (k) = 1077, ce qui veut 
dire qu’il y aurait en moyenne une molécule tous les dix millions flacons de 1 litre. 


Auteur d’une thèse en 1900 considérée comme point de départ des mathématiques financières modernes. 
En effet, si elles interagissent, la probabilité de trouver une particule à un endroit dépend de la présence 
| des autres autour d’elles. 

L'homéopathie utilise souvent des dilutions plus fortes que celle-ci (15 CH) ; en fait des dilutions de 


= © 
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Solution 1.5 Soit 


x= Fr) (14) 


la fraction de points de la sphère à une distance < r. Prenons N = 10. 





FiGuRE 1.1. Graphe des fonctions y = #", respectivement pour n = 1,2, 10 et 
100. Pour n = 104, le graphe ne se distingue pas de l'angle droit en (1,0) à 
cette échelle. 


On voit que x passe brutalement de la valeur = 0 pour r < R à 1 pour r = R. Et 
comme — 
PASSER 
œ=N(5) ô(x) 
AC RUR R 
on a, en prenant le logarithme (à base 10) de l’Éq. 1.4: 


log x = 102 log _ 


tandis que : 
35 r r 
log 6x = (10 =1)log + +23+l086[ +). 


On voit que logéx = log x. Du point de vue du logarithme il y a donc presque autant de 
matière sur la « peau » de l’hypersphère de dimension élevée que dans tout le volume. 
Ce résultat est évidemment faux à 2 ou 3 dimensions! 


30 CH existent. Ses effets éventuels sont donc à rechercher ailleurs que dans la présence de molécules 
survivantes de la solution mère. 
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Solution 1.6 Il suffit de considérer le développement en série de Fourier de la fonction 
impaire de période 2x et qui vaut a dans l'intervalle ouvert ]0,x[. On sait que 


2 : 
An = — [ f(x)dx et, à cause de la parité b, = 0. 
T Jin 
Ici, donc, 
4 pe 442 ., . : : 
4 =—@ | sinnxdx=—- sinimpair et0sinon, 
T Jo 27 n 


ce qui vérifie le résultat & = 7. 








x 


FIGURE 1.2. Dessin des fonctions Sij(x) et de Siw(x) comparées à la limite 
thermodynamique 


Solution 1.7 


1. Le circuit à n + 1 cellules peut être vu comme un circuit composé d’une impé- 
dance Z, montée en série avec les impédances 7, et z, elles-mêmes montées en 
parallèle. D’où la formule proposée. Mathématiquement le problème est bien 
posé : trouver la limite de la suite z, définie par la relation de récurrence (1.1) de 
l'énoncé, qu’on écrira z,41 = f(zn), avec la condition initiale z =Z, +2. Ona 
vu (Cf le théorème du point fixe dans l’appendice mathématique) que la limite, 
si elle existe, est solution de l'équation z = f(z). Soit, ici 


AT VAT =0, (1.5) 
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se 2 [Zi 
F=—+1\—+22. . 
Z > À 122 (1.6) 


La suite z, convergera vers le point fixe z* seulement si l’application f est 
contractante (voir l’appendice mathématique), ce qui implique que |f”(z)] <1 
au voisinage de z*. Il faut donc étudier le module de 


qui admet les solutions : 





2 
fe) -{ = | (7 


+2 


. On a maintenant Z, = iLw et Z; = 1/iCw, où w est la fréquence du courant. 


L'Éq. 1.6 montre qu'il y a deux situations séparées par une fréquence critique 


w,=2/ VLC. 


— w > &.. Dans ce cas, les racines données par 
« _,L 
Z = Fr 1+1/1- 7 (1.8) 


sont purement imaginaires. 
— &w <&,. Dans le second cas, z* est donné par 


. Lw|. [ut 
Z 7 1+ pri : (1.9) 


qui contient une partie réelle non nulle. 
Il est facile de montrer par récurrence que z, est nécessairement imaginaire 
pour tout n, donc z* ne peut a priori être limite de z, pour w < w.. Dans ce cas 
d’ailleurs, |f’(z*)| = 1, ce qui confirme la non convergence de la suite. 
Si w > w,, on obtient 


2 


; 1 
PC) = | —————— (1.10) 
2 
1-2 ( \ -&) 
L'étude de la fonction y = 2x(1 + V1-1/x) avec x > 1 montre que |f/(z*)| est 
toujours < 1. Le point fixe est bien alors limite de la suite z,. 
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Revenons au cas w < w,, où la suite diverge. Feynman affirme que la partie 
réelle (dissipative) de z*, qu’il considère bien comme la limite physique de la 
suite, provient du fait que dans un réseau infini « l'énergie du générateur peut 
être absorbée et dissipée en permanence dans le réseau ». Comment justifier 
convenablement ce paradoxe ? 

3. À la limite r — 0 la nouvelle cellule élémentaire est identique à l’ancienne. 
Intéressons-nous au cas w < w.. Un calcul facile (mais un peu ennuyeux) conduit 


à 
r Lw.+riCu. 


2 
216 Ji-S 
wc 


Ce qui signifie que pour tout r # 0, l’application f est contractante et que le 
point fixe 


(= 1- +O(r?). (1.11) 





* 





iLw+r ilLw+r)?  ilw+r 
2 4 iCw + + 
0 
donné comme solution de l’Éq. 1.6 est bien limite de la suite z,. Cette limite 
contient bien sûr une partie réelle (un terme dissipatif) qui dépend de r. Mais ce 
qui est remarquable, c’est qu’elle ne s’annule pas à la limite r — 0. On retrouve 
2 
ainsi la valeur donnée par Feynman Lo l + JS | 
(07) 
En d’autres termes, on retrouve le résultat physique en prenant 


lim lim z,(r) etpas lim limz,(r), 
r—0 n—00 n—09 r—0 


cette dernière limite #’ayant aucun sens. 


4. À l’aide de l'ordinateur, il est facile de dessiner la partie réelle de z* (Éq. 1.12) 
comme fonction de w pour différentes valeurs de r. Pour r = 0, on obtient 
exactement un demi-cercle. 


Commentaire : On peut comparer la Fig. 1.3 avec la Fig. 7.5 qui est le diagramme de 
phase {T, m} d’un modèle d’Ising. Le paramètre d’ordre x* et le paramètre de contrôle 
& correspondent respectivement à m, magnétisation moyenne, et T, température. Cette 
analogie est plus profonde que la forme des courbes : on sait que pour obtenir une 
magnétisation spontanée, il faut un petit champ magnétique extérieur B, briseur de 
symétrie, qu’on fera tendre vers 0 après passage à la limite thermodynamique. Ici il faut 
introduire r, faire tendre n vers l'infini, puis r vers 0. De même que la magnétisation 
Spontanée existe parce qu’il existe toujours un champ magnétique résiduel non nul, le 
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FiGurE 1.3. Partie réelle x* des points fixes z* de l’Éq. (1.1) fonction de la 
fréquence w pour L = 1, C= 1, r = 1 et différentes valeurs de r. On a pris 
deux valeurs de r > 0, r = 0.1 et r = 0.2 (lignes fines) avec le cas limite r = 0 
(ligne épaisse). Les lignes pointillées correspondent aux branches instables. 
Les branches sont à dérivée continue pour tout r > 0, tandis qu’il y a une 
bifurcation en w, = 2 quand r=0. 


circuit infini peut avoir une partie ohmique parce qu’il n’y a ni bobine ni condensateur 
parfaits. 


Solution 1.8 
1. OnaH= £ =Eet -L <q< L. On en tire que p = + V2mE. D'où la trajectoire 
dans l espace des phases indiquée . 1.4 (à gauche). 
2. Ici H= _. + mgq = mgh; soit g = h--— mg avec 0 < q < h représenté par la branche 
de Dééébolé (au milieu). 


P 





D leve eh set 





FiGuRrE 1.4. Trajectoires dans l’espace de phase. Voir texte. 
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3. On sait que 
p° bc 

— + — = 1. 1.13 

2mE 2E7 1 HS 
C’est l’équation d’une ellipse de demi-grands axes V2mE et Y2E/mw”, voir la 
Fig. 1.4 (à droite). 
On voit sur ces exemples que les trajectoires dans l’espace de phase ne sont pas 
les trajectoires au sens habituel (c’est-à-dire dans l’espace géométrique). 


Solution 1.9 Si deux trajectoires distinctes de l’espace des phases avaient un point 
commun {g0, po}, cela signifierait qu’on pourrait obtenir deux solutions distinctes pour 
les mêmes conditions initiales 6. 


Solution 1.10 


1. La trajectoire étant fermée, on repassera après un tour par les mêmes points 
{p,g} de l’espace des phases, c’est-à-dire par les mêmes points de l’espace réel et 
avec les mêmes vitesses. On a 


ae) | ['épas 


où l’intégrale double est étendue à l’intérieur de la courbe fermée H(p,q) = E 
dans le plan de phase. Soit 


max Anax 
A(E) = da [. Mu dp=2 [ V2m(E-V(q)) da. 
<E-V(q) ‘ 


Qinin ni min 
Par dérivation sous le signe somme 


ô A max daq 


— = 2m : 
ÔE min V 2m(E- V(a)) 


Par ailleurs comme : 
LA +V(g)=E, 


$ Pour certains systèmes bornés, une variation infinitésimale des conditions initiales (dans une large gamme 
de ces conditions et pas seulement autour d’un point isolé instable) peut engendrer très rapidement des 
trajectoires très différentes. Comme on ne peut jamais connaître avec une précision infinie ces conditions 
initiales, le mouvement devient imprédictible, bien qu’on en connaisse la loi. C’est le phénomène du 
Chaos déterministe. 
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v= 1 V2m(E-V(q)) = 4 


De cette dernière relation on tire par intégration 


max dq 0 
100 2 [7 v | 6E° 


2. Moyennant des changements de variables évidents, ce problème revient à dé- 
montrer que, si : 


d 
I= = 
L (x—-a)(x-B)(x-7y)(x-6) 
et : 


J= [ À 
r Va-d GB Gx-6) 


alors I = J. On va intégrer la fonction 
SE 
(z-a)(z-B)(z-y)(2-6) 


sur le contour dessiné à la figure 1.5. 


f() = 





FIGURE 1.5. Contour d'intégration T.. 


Les intégrales sur les segments verticaux s’annulent (on ne tourne autour d’aucun 
point critique), l'intégrale sur le grand cercle tend vers 0 quand R — co (lemme de 
Jordan). Par conséquent, la somme de l’intégrale curviligne autour de [aB] et de 
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l'intégrale curviligne autour de [6] est nulle. La première est égale à +21 et la seconde 
à F2J, le signe dépendant de la détermination des logarithmes considérés pour calculer 
Jes racines carrées. Dans tous les cason a 1-J=0. 


Solution 1.11 Soit D ce nombre de microétats. Pour le calcul classique, on a vu que 


1 
DCtas = 7 2 dp da. 


pl 2 
mn t2mw?<E 


Donc ® représente (à = près) l'aire de l’ellipse d’équation 


2 
1 
ee +=mu =E, 
2m 2 
de demi-axes a = V2mE et b= JE. Comme cette aire vaut 
2E 
rab=7r—, 
wo 
on déduit que 
E 
Dtas = —. 
Clas fo 


Quantiquement, on sait que les états sont donnés par 
1 
E, = hw(n + 5) 


Donc, le nombre de microétats d'énergie < E 


E 1 


Douant 7 ho 2° 


Remarque : On voit que les deux quantités sont équivalentes à haute énergie. Mais 
si on se souvient que [x], partie entière de x est plus proche de x-5 que de x, la 
quantification brutale de D, donne le résultat exact. 


Solution 1.12 Le calcul classique est immédiat : 


1 RENE Li 
Polas = Rd Let? 2mE. 


2m 
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Les valeurs propres de l’équation de Schrôdinger sont quantifiées par 


_7n > 2MEË 
He CE 
Donc le nombre de microétats d'énergie < E est 
L 
= — V2mE, 
Fr 


ce qui est égal à Dons. 


MISE EN JAMBES 


On voit sur ces deux exemples que la valeur de h, arbitraire en mécanique classique, 


est imposée par la mécanique quantique. 


Solution 1.13 


1. On peut écrire 


g(E) = L'Z(B), 


avec 


1 B(Ë 
ZB= > [- FGn+ 7) aq dp. 
2. Après intégration sur p, 


1 . 
Z(B) = sy Je BV(a) qq, 


où À= 4 E est la longueur d’onde thermique. En prenant la transformée 


2mx 


inverse de Laplace (voir l’appendice mathématique) et en permutant les intégra- 


tions, il vient 


«of far (Ee] 


Il est facile de montrer que 


E?-! 
Fe Y(E), 
Bi I(£) 


pe 





où Y est la fonction de Heaviside. La phase e#V(4) correspond à la translation 


—V(q). Finalement on obtient la formule de Weyl : 


g(E)= EE 


a dq (E-V(@)F1Y(E-V(a)). 
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so 


3. Pour d=3,ona 


1 /2m\? 
«®= (77) [ d'a VE-V@Y(E-V()). 


Pour d=2, 
m=" ‘e dYE-V (a) 


Enfin pour d= 1, 


g(E= 7 fa dE VR 


On vérifie qu’on retrouve bien la densité de niveaux du puits carré ou de 
loscillateur harmonique. 


Pour le billard, il reste seulement 


> 


(® = ee Er 

h? ! 1) 

où (2 représente L, S ou V suivant que d = 1,2,3. Noter que pour d = 2, g(E) est 
indépendant de l'énergie. 


Remarque : En fait, parce que nous sommes partis de la formule classique, nous 
avons calculé le terme dominant de la densité de niveaux du calcul quantique; voir les 
Éqs. 11.5 et 11.17. 


CHAPITRE 2 


Distribution des vitesses 


Solution 2.1 Soit F(u) la loi de probabilité (inconnue) de u. À cause de la propriété 
d’isotropie de l’espace, les deux autres variables aléatoires v et w obéissent à la même 


loi. À cause de l’indépendance des probabilités, on aura de plus 


P(u,v,w) du dv dw = F(u)F(v)F(w) du dv dw. 


L'isotropie impose de plus 
P(u,v,w) = F(u)F(v)F(w) = f(u? +v2+w?), 
où f est la fonction qu’on cherche à déterminer. On a: 
P(u,0,0) = F(u)F(0)? = f(u?). 
Réutilisons l’Ég. 2.2 avec w = 0, puis l’Éq. 2.3. Il vient : 


LE?) 


JG + V2) = F)FF(O) = ss 


Soit encore, à l’aide de l’Éq. 2.2 avecu=v=w=0, 


2,2 _f@2)f(v) 
f(u°+v = o : 


Vérifions que seule l’exponentielle satisfait une équation de type 


gg) 
+y) = =. 
g(x+y) z(0) 
En effet 
gœ+h)=g@x) _ g(x) g(h)-g(0) 
h g(0) h 
Soit, en prenant la limy_,9 des deux membres : 
"(0 
OO 


g(0)” 


(2,1) 


(2.2) 


(2.3) 


(2.4) 
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dont la solution générale est Ae®*, où À et b sont des constantes arbitraires. 
Il reste donc 
24,2 2 
P(u,v,w) = Aë bu + +), (2.5) 


où À et bsont > 0. 
La normalisation entraîne À = (2)5/ 2, On écrira, puisque P ne dépend que du 


module c de la vitesse : 
b\°2 …; 
P(c) = F) eus, 
7 


Il ne reste plus qu’un paramètre, b. On verra à l’Ex. 2.3 que 


m 
= 2k,T° 


où T est la température et k; la constante de Boltzmann. 


Remarque : L'hypothèse à la base de la démonstration précédente n’est pas du tout 
évidente ! : on n’a pas démontré que les trois variables aléatoires u, v,w étaient indé- 
pendantes. Et ce n’est pas le cas a priori : les vitesses résultent de collisions élastiques 
où l'énergie cinétique se conserve. 


Solution 2.2 W(c) dc sera obtenue en intégrant P(c) dc,dc,dc, sur les angles dans le 
domaine (c,c+ dc). La symétrie sphérique donne alors 


W(c) de = 4xP(c)c? de = es be t de. 
Vr 


Le maximum c de W(c) est racine de W”(c) = 0, soit 2c—2c?b = 0, ou encore 


Co — 


&l- 


Onac = few(c) dc et ©) = fa W(c) de. 


Cette démonstration avait été formulée par Maxwell en janvier 1860 dans le Philosophical Magazine. À la 
fin de sa vie il écrira dans le même journal en 1866 : “As this assumption may appear precarious, I shall 
now determine the form of the function in a different manner” [Comme cette hypothèse (d’indépendance 
des coordonnées) peut paraître incertaine, je vais à présent déterminer la forme de cette fonction d’une 
façon différente]. 
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1.0 


0.8 


0.6 


W(c) 


0.4 


0.2 





0.0 
0 1 2 3 4 


FiGuRE 2.1. Distribution maxwellienne des vitesses. On a choisi ici b= 1. 


Pour calculer c, on peut partir du calcul de 


hé [reg À 
= [7 dc = sf < dc TA 


puis dériver sous le signe somme par rapport à b: 


ôI ss 3e je 1 
5] c'e dc = TR 


ae 
CV 


Pour le calcul de ©, on partira de la connaissance de 


= [7 4e 2 ii 
c@= | et de VE 


(voir l’appendice mathématique sur la fonction l°), que l’on dérive par rapport à b: 


ôG 2 -be? 1 _3/2 
= = _2 nb 3/2, 
na À c'e” dc : Vr 


D'où finalement 


164 CHAPITRE 2. DISTRIBUTION DES VITESSES 


. A C9 2. NS 
On retrouve bien sûr que L W(c) dc = 1 et en dérivant à nouveau, que 


2 09 
_ = | deb dc= _ Vrb$/2, 
D'où 
3 
2b . 

Comme on peut le constater sur la figure 2.1, valeur moyenne, valeur la plus 
probable et racine de la valeur quadratique moyenne ne coïncident pas. 

En remplaçant b par sa valeur on trouve alors que 


Cr = 


3 
(mé) = 5 HT, 


résultat très général qu’on verra plus tard sous le nom de « théorème de l’équipartition 
de l'énergie ». 


Solution 2.3 
1. Soit S l’entropie microcanonique. Par définition de T 
1 _0S 
T dE 


où S=k;logZ,. 
Plutôt que de calculer Z,, la fonction de partition microcanonique du gaz, on 
va calculer le nombre cumulé de microétats, c’est-à-dire 


1 1 
d= re | dq; di w f dp1.…..dp3n 
N'HRN qieV 7 4 E(p?/2m)<E Pl ? 
1 1 
= Ne Vas ME) 


où æ3n= volume de la sphère unité (voir appendice mathématique). On ob- 
tiendrait Z, par dérivation par rapport à E. On voit que E intervient de façon 
multiplicative dans Z,. Donc seule compte la puissance de E dans le calcul de 
la dérivée du logarithme de ® (voir les remarques dans le chapitre « Mise en 


jambes »). Cette puissance est _ -l= 3ù. D’où 
1 _3N1 
KT 2E 
et 


3 
E==NhT. (2.6) 
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2. Rappel de probabilité. Quand un couple de variables aléatoires X, Y a une densité 
de probabilité f(x, y), la probabilité que X € (x,x+ dx), quelle que soit la valeur y 
de Y, est donnée par 


PriX e (x,x+ dx)] = dx [end 


Dans le cas qui nous intéresse, il y a 6N variables aléatoires de densité de probabilité 


1 1 
f(p,q) = NIEN dp dq6(H(p,q)-E). 


Comme pour le cas à deux variables, la loi de probabilité de p1,, = p1 est proportionnelle 
à l'intégrale (intégrée sur toutes les variables sauf p1) 


É f(p,q)dq dp2dp3---dpan, 


étendue au domaine ? de l’hypersphère 


3N 


2m 2m 


ie 


L'intégration sur q donne VV. Pour calculer l'intégrale restante, on calcule le volume 


de l’hypersphère de rayon \2ME- pi dans un espace de dimension 3N —1. Reste 
finalement pour l’intégrale donnant la loi de probabilité une quantité proportionnelle 
à : 

3N-1 


(2MmE-p}) 7. 


? En principe il faudrait parler du domaine 


3N 2: 2 2 
ï Pi Pi 
OT en) 
am 2m 2m) 


Mais on a vu qu’en prenant le logarithme, à la limite thermodynamique, on pouvait indifféremment 
considérer ce domaine ou le domaine 
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2 3n- 
Asymptotiquement en N, la dépendance en p. est donc en (-)". Par application 
de l’Ég. 2.6, asymptotiquement encore, on aura 
2 2 
Pi 3N pri 
P nl ———— )17 d CU B 2m, 
PM Nr PRET 


On a utilisé le fait que 


X N 
nr 2 
Ji ( &) : 


Remarque : Dans ce qui précède, on n’a calculé que la dépendance de la probabilité en 
Pi, ignorant tous les facteurs multiplicatifs compliqués. Bien sûr, on les récupérera en 
normalisant, à la fin, le résultat. 


Solution 2.4 


1. Ce gaz est constitué de molécules ponctuelles sans interaction (parfait) et sans 
structure interne (simple). Sa fonction de partition canonique s’écrit 


1 LR YIN LA 
= mn pu dun [le BD 2m dpi .… pan 
° VqiE 





__1_ynf2rm AS ES VAN 
NN! B = (5) À 


avec 


h 
V2rmkgT 


qui est la longueur d’onde thermique. 


À = 


On peut remarquer que z = . est la fonction de partition d’une seule particule. 
On aurait pu effectuer ce calcul plus rapidement en utilisant la propriété de 
factorisation de la fonction de partition canonique 


1 
Z= 


Comme E TRE, on en déduit l’Éq. 2.6 (pour E, bien sûr et pas E qui, ici, 


e 
fluctue). 
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2. Comme dans le cas microcanonique, on va calculer la seule dépendance en p: 
de la distribution de probabilité de p1. On peut de plus supposer l'existence d’un 
potentiel V(q). On intègre sur toutes les variables sauf p: : 


| A4 À +V(a) 
P(p1)dp: - dpi IE dpan | dae à D ] 


L'intégration sur q et p2,p3--:,p3N donne une constante multiplicative. Reste 
donc 


À 
P(p1)dp1 - dpi é7, 
qu’il suffira de normaliser pour avoir la densité de probabilité de p:. 


Remarque : Lorsqu'il s’agit de calculer une probabilité, on ne s’embarrasse pas des 
préfacteurs, qu’on calcule à la fin, en normalisant. 


Solution 2.5 Soit P;(v;) les densités de distribution de vitesse des particules (1 = 1,2). 
Ona 


D 


v 


3 
1 2 
P;(v;) = (a no: —SBmivi a) e #, 


avec o? = . La vitesse relative est v = v2 — v]. Soit Q(v) sa densité de distribution, 


c’est-à- “dire que Q(v) dv est la probabilité de trouver une vitesse relative (v2— vi) € 
[v+ dv, v]. Puisque les particules sont indépendantes, on peut écrire 


nl 


Q(v) dv = d Pi(vi)P2(v2) dvidvr, 


où D est le domaine (v2—v) e [v+ dv, v]. Soit, en explicitant 


Q(v) dv = 1 Pi(v)dv: ‘A Pa)dve}. 
Yi V2E[v+vi,v+vi+dv] 


Si dv est petit, on peut remplacer l'intégrale entre accolades par la valeur de l’intégrand 
en un point quelconque du (petit) domaine multiplié par son volume. C’est le théorème 
de la moyenne (à 34). Il reste 


Q(v) dv = ([ Pi(v1)P2(vi + v) dv} 


On peut bien sûr faire le calcul, mais il est plus élégant de remarquer que Q(v) apparaît 
comme le produit de convolution de P, avec P:. Pour le voir il suffit de changer, dans 
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l'intégrale, v, en -vi, ce qui fait apparaître, en utilisant la parité de la gaussienne, 
J Pi(vi)P2(v-vi)dv:. On sait que le produit de convolution de deux gaussiennes est 
encore une gaussienne dont l'écart quadratique or est la somme des écarts quadratiques. 


On définit m par : 
RS 


Um mb mp 


Donc Q(v) correspond encore à une maxwellienne de même température et de masse 


(x 


ee M1 M) 
mi +Mm 


qu’on appelle la masse réduite. 


CHAPITRE 3 


Surprises microcanoniques 


Solution 3.1 Posons 
N=N*t+N 
M=N'-N, 


où N* et N° sont respectivement le nombre de spins + («up ») et de spins — («down »). 
Clairement E = -BM. Fixer E c’est donc fixer M, ou N* (ou N°, puisque N est fixé). 
Le nombre de microétats est par conséquent le nombre de choix de N* objets parmi 


N, soit : 
SD en RNA E NOT 
HU Un) NtINt =) (5) 


(On a remplacé n! par n"e”). D'où l’entropie 
Su =k(NMN-N*'InNŸ-N'InN). 


Comme 
ON* _18M. 1 6N- 
dE 260E 2B  4E° 


on tire, en dérivant S, par rapport à N° et N° 





Su 1 





+ = — 1+1n 5-À +In SP 3.1 
nn er un np G:1) 
On en conclut 
2 N+M 
e“b' — ; 
N-M 
et comme E = -BM : 
E=-NBtanhfB. 


Étudions la fonction Su(E) à l’aide de l’Éq. 3.1. À l’énergie minimum, -BN, 
Su(E) = 0 : il n’y a qu’un seul microétat, tous les spins sont +. Puis S,(E) croît avec 
E jusqu’à un maximum Nin2 pour E = 0, avec N* = N-. Ensuite, la fonction étant 
symétrique, S,(E) décroît jusqu’à l’état de plus grande énergie BN où tous les spins 
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u4 


0 
-10 -$ 0 
E 


FiGuRrE 3.1. Entropie d’un système de N = 10 spins sans interaction soumis 
au champ magnétique B. 


sont —. En examinant la pente de S,(E), on voit que la température T croît de 0 à 
l'infini, puis devient négative pour E = 0, passe à —co et croît jusqu’à 0. Les températures 
négatives sont associées aux états les plus excités ! ! 

Cette situation rare est due au fait que $, n’est pas, ici, une fonction croissante de E. 
Expérimentalement on sait réaliser approximativement de telles situations pendant des 
temps brefs, quand les degrés de liberté liés à l’énergie cinétique peuvent être négligés. 


Solution 3.2 On va montrer que S(E) ne peut pas simultanément être i) extensive, ii) 
convexe. 
1. SiS(E, V,N) avait une partie convexe, on aurait la situation de la Fig. 3.2, où E; 
et E} marquent les deux changements de concavité et E; et E, les points de la 
bi-tangente. L’allure des fonctions T(E) et c,(E) découle de leur définition : 


1  ÔôS dE 


2. À volume constant c, = dQ/dT = dE/dT. 
Conclusion : dT/dE <0 = c, <0. 
De la définition 1/T = dS/dE (à V et N constant) on tire 
dSr. d'il. L'4Er A 
dE dET T?dE c,T? 


! Notons que le maximum de S,(E) est surestimé par l’approximation utilisée pour N! En effet, si 
S,(0) = NLn2, le nombre de microétats correspondant est 2V, qui est en réalité le nombre total de 
microétats. 
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FIGURE 3.2. Pour E, < E < E, on a 1/c, < 0 : le système est instable. Pour 


, le système est métastable : c’est ce qu’on appelle la 


E<E<E,etE <E<E, 


zone spinodale. 


172 CHAPITRE 3. SURPRISES MICROCANONIQUES 


Conclusion : S(E) convexe = c, < 0. 


3. Le fait que la bi-tangente soit au-dessus de la courbe S(E) (convexité) entraîne 





pour E<E<E, que 
S(E, V,N) < AS(E, V,N)+(1-A)S(E, V,N), (32) 
avec 
_ E-E, 
: E-E 


4. Si on suppose S extensif, alors 
AS(E, V,N)+(1-2)S(E, V,N) = S(E’, V',N')+S(E”,V",N"), 
avec 


E'=AE, V'=AV,  N'=aN, 
E"=(1-A)E, V”’=(1-2)V, N’=(1-2)N. 


On a, évidemment, E’+E”=E, V'+V"=Vet N'+N'"'-=N. 

Cela signifie que si on ne contraint plus le système total à être homogène (hypothèse 
implicitement faite), le système scindé en deux sous-systèmes homogènes, et de 
densités différentes UN (faible) et nm (forte) aura une entropie plus grande (voir 
l’inégalité 3.2). C’est la construction de Maxwell, où l’on remplace la fonction 
S(E) par sa bi-tangente entre Ej et E,. 


Conclusion : Tout changement de concavité implique une chaleur spécifique (microca- 
nonique) négative dans le domaine considéré. Dès lors : 

— soit on rétablit l’extensivité par la construction de Maxwell, si on la croit 
nécessaire (cas de la limite thermodynamique avec des forces de courte portée, 
ce qui exclut l’interaction de Coulomb ou la gravité) ; 

— soit on croit à ce changement de concavité qu’on attribue à une entropie de 
surface non négligeable. Une chaleur spécifique microcanonique négative dans 
un certain domaine serait alors la signature d’une espèce de transition de phase 
(du premier ordre) dans un système fini. 


Solution 3.3 


1. L'intégration se ramène au calcul de l’hypervolume de rayon 


R=[4Y2m(E-V(q))}", 
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dans l’espace à 3N dimensions. Comme on sait (voir l’appendice mathématique) 
que dans l’espace à # dimensions ce volume vaut 


n"/2 , 
re T(f2+ D À | 
il vient 
1 1! (2mr)? 
UT N! HN TS +1) L fa V(q))? 7 Y(E-V(q)). (3.3) 


Par dérivation par rapport à E (voir l’Éq. 3.4), on tire 


1 1 (2m)? 


UNIREN TR) d dq(E-V(q))? 7! Y(E-V(q)) (3.4) 


2. Comme précédemment, après intégration sur p, il reste au second ordre 











1 1 Gmn)? 
CE 7 pag] AGDE VD) ÈTYE-VORN. (5) 
3. D'où | 
RS(E-V)= 7 F5 Je ARE VU, (3.6) 
avec 
1 (2mr)? ' 
INT NT HN 
Et plus généralement 
K“ l'y : 1 
(K”}= ZT Jo sAitE V(q)) , (3.7) 


où, ici, / peut être positif ou négatif (sous réserve de convergence). 
4. De 


ôZ, 3N w_1 
dE ee Mr D) EME 





on déduit _. 
_ Zu 1 
Fe = 68 (EDGE 2)... (ED Te 
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Et pour !=1, 
(K”!}= RTE TT f (3.9) 
ce qui est une formule exacte. 
5. Si maintenant on développe au second ordre l'identité 
OR ES — 
K (K)1+ 0 7 


et qu’on prend la moyenne, il reste 


2 if a.) 
a sl >) 


En reportant dans (3.9) et toujours au second ordre ? 


Te 2uo(1+-2 CE 
b = 3N" ] FN a) 


À la limite thermodynamique, on obtient le théorème d’équipartition de l’éner- 


gie : 
{K)= S NT. 


6. Le calcul de c, est analogue, on dérive par rapport à E l’équation 
fi: 1:02; 
KT Zi 0E 
soit 
Le An nr 0Zy 
KT? cy  kÿT20E  Zy OE2 ÔE 
En utilisant (3.8), on obtient 


1 ÔT_,3N 
AT 0E 5 DE NE nc 


? On a utilisé le fait que o? varie en N tandis que (K}? en N?. Ce qui peut être faux à la transition de phase. 
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À l’aide de la relation (3.9), on obtient la formule exacte 


his, Le — 


2 —- (3.11) 
Cy (K71} 381 


2 
On peut, comme dans le calcul précédent, développer en petit paramètre Te 


On part encore de l’Éq. 3.10 qu’on élève au carré. En prenant la moyenne, on a : 
(KP)=UR Ë + 3 k + | 
(K?) 
et on trouve finalement : 


= ne — À, (3.12) 


Note sur la validité des calculs. La formule (3.11) est exacte. Elle autorise des valeurs 


négatives de c,. En revanche, la formule (3.12) suppose mes <& 1. Cette inégalité peut 
être violée en cas de transition de phase. 


CHAPITRE 4 


L’oscillateur harmonique 


Solution 4.1 


Microcanonique, un oscillateur classique. Soit à calculer 


1 


TL le 
h Jr 1 oo 
+3 mwtq<E 


co) dp dq. 


Le domaine d’intégration pouvant s’écrire 


2 ; 
p q 
+ <l, 
2mE 2E 
mo 


c’est — à 1/h près — la surface (7ab) de l’ellipse de demi grands axes a = V2mE et 


2E 
b= 4]. D'où 
mo 


1 
La densité d’états donnée par g(E) = - vaut donc “ns 


La fonction de partition microcanonique, c’est-à-dire le nombre de microétats 
assurant une énergie du système comprise entre E et E+ dE, vaut 


72 5 ge 


CARE. E 


= 7rab 


On voit qu'ici, on ne peut évidemment pas identifier g(E), ®(E) et Z,(E) pour 
le calcul de l’entropie. Ce sera le cas seulement avec N oscillateurs à la limite 
N -— ©, 


Canonique, un oscillateur classique. Pour le calcul canonique, l’application répétée 


de la formule (13.1) aux intégrales sur p et g permet d’écrire 


= Ame) 1 rm 2x 1 
=; | dpdue hN B \muwp up 
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On aurait aussi bien pu utiliser le résultat microcanonique en écrivant que 


6 
= | —ePÊdE. 
2 h 3E° 
Microcanonique, N oscillateurs classiques. Il faut maintenant évaluer 
o=— h dpd 
HN PE +1 ma?q?<E F 


2m 


Pour calculer cette intégrale effectuons le changement de variables 


a V2mx; 1i=1,...N 


qi = x i=N+1,...2N 


> 


qui transforme l’hyperellipsoïde en hypersphère de rayon VE. On aura 


L dpda= | UI dx, 
PL + mw?q2<E Ix?<E 


2m 2 


où J est le jacobien de la transformation. Par définition 


ôpi pv da ôqn 
ôx: dx ôx] ôx 
J=| dpn di ôqn 
OxN ÊxN ÔxN dx | 
ôp dpn dm dqN 
Ox2N Ox2N 0xN Ox2N 


Comme il est diagonal, son calcul est immédiat : 


nf) (0) 


PR AN 
o=(=) fl ax= (=) @nEN. 
how Daè<E how 


N 
Comme an = F (voir l’Ég. 13.9), reste alors simplement 


ENT 
DCE 
hw) N! 


Donc 
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soit 
(2) ns 
How (N-1)! fo 


Utilisant la définition de la température microcanonique (Éq. 3.1) on obtient 


(N-DkT=E. (4.2) 


Remarque : Le théorème d’équipartition de l'énergie aurait donné 
E=NKT, 


(1/2k,T par degré de liberté quadratique). Mais il ne s’applique qu’à l’ensemble 
canonique. Les deux résultats coïncident à la limite thermodynamique. 


Canonique, N oscillateurs classiques. À cause de l'indépendance des oscillateurs : 


PAR 
‘= () 


On aurait pu également, ce qui est inutilement compliqué, écrire que Z est la 
transformée de Laplace de Z,, soit 


N-1 
gent. fa LEA 
(N-1)! ho how 
puis conclure en utilisant la fonction L (voir l’Éq. 13.2). 


Solution 4.2 


Microcanonique, un oscillateur quantique. L'énergie est quantifiée par 
1 
E,; = fhiw(n+-—), 

2 

où ñ est un entier > 0. On en déduit la densité de niveaux 
1 
E) = Ô[E-hw(n+-)], 
g(E) > [E-hu(n+ =)] 

et par intégration 


1 E 1! E ]! 
G(E) = DES = Durs D =(-5h 


180 CHAPITRE 4. L'OSCILLATEUR HARMONIQUE 


où [X] désigne la partie entière de X. C’est le nombre (discret) possible d’états 
d'énergie inférieure à E. On observera que sa traduction continue correspond 
au cas classique (Éq. 4.1). En effet, la fonction continue qui approche au mieux 
la fonction [x] esty =x-1/2 etnony=x. 

Canonique, un oscillateur quantique. L'obtention de z est immédiat, c’est la somme 
d’une série géométrique convergente 


1 


2 —Bho(n+3) _ 
z= ) D = ———. 
D) 2sinhpñe 


On en déduit par exemple que 


0lnz uw 1 
| RE PR 
PET gg 2 tannpie 


qui tend vers k,T quand B — 0. 


Remarque : La limite haute température est classique : c’est celle qu’aurait 
donnée le théorème d’équipartition de l’énergie, soit 1/2k,T par degré de liberté 
quadratique (ici, il y a l’énergie cinétique et l’énergie potentielle). 


Microcanonique, N oscillateurs quantiques. L'énergie totale du système de N oscil- 
lateurs s’écrit N 
E= fhw(n: tte tant). 


Fixer E c’est fixer jh ,#i = M. La fonction de partition microcanonique sera 
donc égale au nombre de choix possibles ! de N entiers n;, tous positifs ou nuls 
et de somme donnée égale à M. Ce calcul nécessite une astuce. Pour fixer les 
idées, prenons M = 6 et N = 4. Sur la Fig. 4.1 on a porté les n; boules séparées par 
N-1 traits. Ici m1 = 2, n2 =0, n3 =3 et n4 = 1.Il ya 3 traits. Toutes les partitions 
de 6 peuvent être obtenues en mélangeant dans un sac les M = 6 boules et les 
N-1=3 traits, soit M+N-—1 objets. On trace ensuite 9 points sur la droite et on 
en baptise de toutes les façons possibles 3 comme « barres », le reste en «boules ». 
On voit que de cette manière on écrit une fois et une seule toutes les partitions. 


Voilà pourquoi on aura bien 
ls 
Er 


N-1 


l En arithmétique, ceci s’appelle une partition de M en N entiers. 
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FiçurE 4.1. Calcul de Z, 


Remarque : On a 

N+M 
Ou) 
Cette relation se montre par récurrence sur M avec la formule du triangle de Pascal 
(5) = () + ( n On remarque, en explicitant l’écriture des combinaisons, que 
(E) = (1+ Ë )Z, et donc, quand N — co, que tout le volume de phase est pratiquement 
contenu dans la surface. 


M 
e®=) (Net) 


k=0 


Pour comparer au cas classique on va supposer N fixé et M — co (haute énergie). 
On approche donc seulement M! et (N +M-—1)! par la formule de Stirling, soit 





Da NM vu 
FU (N-1)! MM | 


N-1\" te : 
On remplace (i + _ par eN-1, il reste comme terme dominant 
1 1 EE) 
pad te" 
(N-1)! (N-1)! \ñw 


Ce qui donne pour la température microcanonique, toujours à la limite des hautes 
énergies, (N-1)k,T = E. Résultat à comparer au cas classique (Éq. 4.2). 
[Canonique, N oscillateurs quantiques.] Les calculs sont, comme toujours, beau- 


coup plus simples. 
N 
1 
2sinh8=- 
On constate que la limite à haute température ? 8 — 0 redonne le cas classique. On 


obtient encore que (E) = NK,T. 


? Ou limite quand ñ — 0, ce qui est, bien sûr, une image de théoricien : À valant ce qu’il vaut! 


uw 
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Remarque : Ce qui précède met en évidence un résultat très général. 

— À la limite thermodynamique (N — co) les valeurs des observables (énergie, 
chaleur spécifique, compressibilité, etc.) coïncident quel que soit l’ensemble où 
elles ont été calculées. 

— À la limite des hautes températures (8 — 0), ou des hautes énergies, les résultats 
des calculs quantiques et classiques sont les mêmes. 


Solution 4.3 Soit g(E) la densité de niveaux. On sait que la fonction de partition 
canonique est sa transformée de Laplace : 


Z{B) = f'ece#ar, 


Vérifions qu’en prenant la transformée de Laplace inverse on retrouve g(E). On peut 


réécrire l’Éq. 4.3 
D 


(1 —eBho)N” 


Calculons sa transformée de Laplace inverse par la formule classique d’inversion 


1 eP'ENBE 
" 
LE RAT 
£ AN e-Bhw)N w 


où À est une droite parallèle à l’axe imaginaire d’abscisse quelconque positive & (les 
pôles sont sur l’axe imaginaire). Si E < Nñw/2 il faut fermer le contour d’intégration 
par un demi-cercle à droite qui n’entoure aucun pôle, et donc l’intégrale est nulle. Si 
E > Nñw/2, plutôt que d'utiliser la méthode des résidus, on écrit que 


(here >: ea Li fe 
R 


R=0 


= 


Après inversion de la sommation et de l’intégrale (justifiée par le théorème de Le- 
besgue), on a: 


s1z DE ces NP+R) gg. 
R=0 


Il est facile de calculer le développement de Taylor 


GX)" =1+Nx+ ANG De (RE 4 
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Posons 8 = & +iy, on peut réécrire 


a +R= 1 Q2(E-hw(N/2+R) 


À 
; lim eY(E-iw(N/2+R) ) dy. 


À— 00 7 


1 
[17 Se — 
T PR 


L'intégrale est un sinus cardinal. On sait par ailleurs que 
.. Sinlf 
lim 


À- 00 


= T0, 





où 6 est la distribution de Dirac à l’origine. On en déduit que 
CT /N+R-1 N 
L'\Z= pa ]E-huY +R))=g(E). 
CE R 2 


On retrouve bien que les énergies possibles sont de la forme 


N 
ER = fw(R + 3} 
D N+R-1 
avec la dégénérescence | . } 


Solution 4.4 Comme à l’Ex. 4.2, on montre que l'énergie par atome est donnée par 
ñw cosh 2e 
= 3— ———. 
2 sinh ls 


D'où on tire la chaleur spécifique 


= & ho |] 1 

= = b ner From ps © 

* rÔÉ 2k,T} sinh? 2 

Posant T, = hw/ky, on obtient la dépendance de c, en T donnée par Eisntein. À haute 
température on retrouve bien la limite classique c, = 3k4. Einstein obtient une valeur 
limite de l’ordre de 6, qui correspond à 3Nk4/J où Nky = R = 8,32 JK=-!mol”! et 
J=4,18 cal. À basse température maintenant : 


ho \ 
= 3h (7) e WT, 


qui tend exponentiellement vers O. 


Remarque : En fait, la chaleur spécifique tend vers 0 comme T*. Debye obtiendra 
ce résultat en généralisant l’approche d’Einstein à une distribution de fréquences de 
vibration. 


CHAPITRES 


Petits problèmes, jolis résultats 


Solution 5.1 L’hamiltonien du pendule de torsion s’écrit 
1 
H=K+> Cb?, 


où K est l'énergie cinétique de rotation qu’on n’a pas besoin d’expliciter. Comme 8 
n'intervient que quadratiquement dans l’hamiltonien, le théorème d’équipartition de 
l'énergie permet d'écrire 

1 il 

= CO) = =kBT. 

{ 26 )= ke 

Soit 
_ C(@?)_ 4,178X 10% x9,428 x 10° x 107 x 107 
E: 278,1 





kg = 1,416X 10 7J/K, 
qui n’est pas si loin de la valeur plus précise 1,38 x 1072 J/K. 

Opérer sous vide aurait évidemment l'avantage d’éviter les courants d’air, mais 
l'énorme inconvénient de rendre la thermalisation très longue, si ce n’est impossible 
(par le fil de torsion, par exemple). Du point de vue microscopique, ici, la therma- 
lisation est causée par les chocs désordonnés de milliards de molécules d’air sur le 
pendule !. C’est le processus de thermalisation qui permet de court-circuiter cette ana- 
lyse microscopique compliquée qui y conduit, et d’utiliser le théorème d’équipartition de 
l'énergie. 


Solution 5.2 


1. Le choix de l’origine correspond à la position du ressort sans tension et non pas 
la position d’équilibre de la masse compte tenu de son poids. 


2. La fonction de partition (du système à 14) s’écrit 


FE 3 Hdi es dp. 


1 L % e 
C’est en fait un mouvement brownien limité à la seule rotation. 
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3. Après simplification, il est clair que 


fzñG Fm? Zz ?+mg2) Jz Non 





= feftmus+mge) E 7, ° 
Manifestement F2 
Num = (—-—) —, 
JB" dg 
soit ira 
(= Et 
mB  ôg 


Calculons Z,, en nous ramenant à la formule (13.1) 





2 2 
1 2 &_ y2 1 2£ Bmg 
Z, PE mo (z+ pl } +B; mu mr ] e Di 27 | 
Bu? m 


TE £ 


D'où PT 8 et (2) =. Ceci était attendu : à l’équilibre la tension du 
w 
ressort LR k poids : mg = Ma zep SOit 2) = Zeg- 


4. On aura, comme pour le calcul de (2) : 


(2) = char dZ 
m2p? Z, g? : 
On vérifie que 
D Rene 








mp?  ôg? É mp? 


5. Aux températures ordinaires o + 107/ 4/&. On voit donc que pour obtenir un 
o de l’ordre du dixième de mm, il faudrait une raideur de ressort de l’ordre de 
10710 gramme/mm. Ce qui est irréalisable, au moins mécaniquement. 


Solution 5.3 
1. Il s’agit de l’état singlet et des trois états triplets de spin. 


2. CommeE=(m+n;+m)AetN=m+m+n3+n41,0na 


E=(N-n)A. (5.1) 
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Donc fixer l'énergie E, c’est fixer #1. Il y a (es 1) choix possibles pour une énergie 
donnée. Mais à chaque fois que #1 états singlets ont été choisis, il reste N-n: 
états triplets avec trois sous-états de spin (-1,0,1). Le nombre total de microétats 
correspondant au choix de #1 est donc 


N N! 
2=l est + 5.2 
G NE (N-m)lni! ee 


Soit, en appliquant la formule de Stirling : 
S=k,logZ, = kINlogN +(N-m)(10g3-log(N-m"))-" logm]. 
Et donc, avec l’aide de l’Égq. 5.1 : 


1 _4S. CN ani =? Fe") 





T "&Œ. ôn dE A 3n 
D'où 
e BA = N- m1 E 
3n: ” 3AN=-3E 3E° 
et 
3Ne PA 
 1+3e8° 


3. Comme Z = XgZ,ell, des formules 5.1 et 5.2 on déduit 


Z= > e pre -BIN-n)A Z 3N ÇBNA e a] ( = Fe 


m1=0 #1=0 


Par application de la formule du binôme (1+x)N = x 6 Es je , on en tire que 


AN 
z= en |+ _ (ei rN, 


Il était évidemment plus rapide d’observer que les molécules étant indépen- 
dantes, la fonction de partition canonique se factorisait. Il suffisait donc de 
calculer la fonction de partition d’une molécule qui vaut z = 1+ 3e A, puis 
d’élever à la puissance N. 
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4. À température nulle, le système est dans son niveau d’énergie le plus bas, soit 
E =0 (parahydrogène). Quand T — c tous les états sont équiprobables et donc 
E= 10+ SAN. À toute température on a 


ôlogZ 3e-PA 


E-- = NA————, 
ôB 1+3e FA 





A 


5. Pour une molécule, la probabilité d’être dans l’état 1 est proportionnelle au 
—B0 
. € 1 de 
facteur de Boltzmann correspondant, soit nie Les probabilités que les états 
BA 
e 
2, 3 et 4 soient occupés sont égales à es Pour les N molécules on aura donc 


__ N N L Nef 
= — 
Z 


EE et M=h3 == ———, 
1+3e 88 ?  * 1+3e8A 


Solution 5.4 


1. Les valeurs possibles de l’énergie H(r1,r2) suivant les valeurs de r; et r2 sont 
données dans le tableau suivant : 





On peut considérer le terme en À comme dû à un potentiel extérieur et le terme 
en « comme une interaction (attractive) entre particules. 

À température nulle le système sera dans son état d’énergie minimum, soit 
E =-2A-Kk (les deux particules dans la boîte de gauche). Pour T — co, tous 
les états seront équiprobables et l’énergie moyenne sera donc donnée par la 
moyenne arithmétique 


_—. 
Ë=(-2A-«+0+0424-4) =>. 


Quand la température croît, on peut s'attendre à ce que les deux particules 
restent d’abord collées (« >> A) et fassent des incursions dans la boîte de droite. 
Elles se dissocieront seulement à haute température. 
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2. La fonction de partition canonique du système s’écrit 
Z= SE e PH) 2 GBA 4 200 + PCA 2 2(1 + X cosh 2BA). 
rbn2 
L'énergie moyenne (E) est donnée par 


dlogZ A kcosh 28A + 2A sinh28A 
BB 1 + cosh2BA 





(E)=- 


On retrouve bien les limites T — 0 et T — 00. Quand les particules sont collées, 
ô(r1,r2) = 1 et ô(r1,r2) = 0 quand elles sont séparées. Donc la valeur de (6(r1,r2)) 
donnera une mesure de leur dissociation. Par définition 


1 = 
Gr) => D 'ôtner)e firme), 


rDr2 


Effectuons le calcul : 





119Z  1ôlogZ 1 
(Éfrsn))= === = ———. 
PET ZBok B ôk 1+ 


On vérifie bien qu’à haute température les particules sont séparées ou collées 
avec la même probabilité, alors qu’elles sont associées quand T — 0. 


3. On a maintenant 
Z!'= > eBH'{ron) 2 B(-A1-A2-4) 4 RCA An) + BAï-A2) + -B(A1+Ar-K) 
rr2 
= 2{[coshB(A — A1) + e* coshB(Ai + A2)]. 
(a) Le fait que 
1 êlogZ” 
(n)=-2 TE 

B ôA: 

découle de la définition de (r1) : 

1 ; 

{n)= - D re PH (ror) 


rbr2 








A1=A2=AÀ 


On trouve finalement que 


e* sinh 28A 


(n} ci + dk cosh 2BA° 
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(c) 


(d) 
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Comme prévu, (r1) passe de —-1 à 0 quand T croît de 0 à l'infini. 

On pourrait calculer (ri) comme précédemment en dérivant deux fois 7’ 
par rapport à Ai. Mais il est quand même plus rapide d’observer que 
comme la variable aléatoire r, ne peut valoir que +1, nécessairement 
(r?) = 1. Ce qui donne que 


1 + 2% + 2efk cosh 28A 
(1+e%cosh2BA)? 


D 


of, 12} 


qui varie de 0 (à T = 0 quand la position est certaine) à 1 (pour T infini) 
quand la variable aléatoire r; vaut +1 avec la même probabilité. 


Comme précédemment on montre que 


1 | L 1027 
(nn)=Z D nnefHeum ee : 
z2 Z' PB? 8A10A|; 4,4 


rbP2 





On calcule alors 








= 28? + 2B/e%* cosh 2BA 
OA 1042 |4 4,4 
D’où on tire 
{rir)=1- ni 
Fe 1+e% cosh28A 
Ce qui donnera comme coefficient de corrélation 
FR 
de RE (e2k cosh 28A + 1)2° 


On voit sur la Fig. 5.1 que les particules commencent à quitter la boîte 
de gauche dès que k,;T > À, en revanche elles ne se dissocient que vers 
kT TK. 


On a manifestement 
(E)=2A{r)-K«(ô(ri;,r2)), 


puisque (r1) = (r2). On en déduit (r1). 
Par ailleurs 
((r1+n))=2+24nn), 
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FIGURE 5.1. (6(r,r2)) (tireté) et -(r) (trait épais) comme fonction de KT. 
Avec A=letr«= 10. 


qui peut se calculer ainsi : 


1 1 07Z 
(Gi+n))= Z P on? 


Tous ces calculs ne nécessitent que la connaissance de Z. 


Solution 5.5 


1. Le gaz étant parfait, la densité est N fois égale à la densité de probabilité de 
présence d’une molécule. La dépendance en z de cette densité est celle de son 
facteur de Boltzmann, soit e "8, D'où l'équation barométrique 


n(z) = n(0)e PE, (5.3) 
En intégrant sur x, y puis sur z on obtient 


n(0)L? 


N= no [ e PME Az = : 
0 mgB 


Compte tenu de la définition de #1, on démontre bien que 
nBmg = n(0). (5.4) 


On a [mBmg] = [L?][(MLT 2)" )[MLT ?] = [L*), cafd. 
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2. La fonction de partition canonique d’une molécule est 


1 2 
ZGP= 73 F ePGn +8) dp dr. 
Après intégration sur p, x et y, il reste 
1 ESC 
=—L2 | ef" 6 5 
ZGP D de D mg MB (5.5) 


N 
z 
La fonction de partition totale est ZGp = FT ce qui par application de la formule 


de Stirling donne l’énergie libre 


L? 
For =-k IN IE TMgEN #1) 


. La nouvelle fonction de partition z:64 d’une molécule se calcule avec la même 


intégrale que dans l’Éq. 5.5, étendue au domaine du même cylindre, mais privé 
de la petite sphère. Si cette dernière est petite il suffira alors de retrancher à zcp 
le produit de la valeur de l’intégrand au centre de la sphère par le volume de la 
sphère. C’est en quelque sorte le théorème de la moyenne pour une intégrale à 
3d. Il en résulte ne 

Znouv — ZGP — FE] 37 Derre, 


En utilisant les Égs. 5.4 et 5.5,ona 





sd 
NE 


4 3 
Znouv = ZGP|1-— 374 


On a alors 


1 4 ;n(2) à 
PRET + mel A sros260)| 


Utilisant le fait que dim (1=x/NJN = 6, il reste, à la limite thermodynamique 


4 
Faouv = kb T 108 Zhouv = —KÿT 108 ZGp + kyT ra? n(2). 


Et comme #(2) est l’exponentielle (5.3) : 


ÔF, nouv 


its 
2 = 374 mgn(zo) 
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C’est, au signe près, le poids d’une masse d’air contenue dans un volume égal à 
celui de la petite sphère. C’est la poussée d’Archimède, ou plus précisément son 
opposée : la force exercée par la petite sphère sur le système. 


Solution 5.6 


1. L’hamiltonien HN est somme de N hamiltoniens indépendants 


p? p 
re +2 V(ri-Ro) 


dont la fonction de partition vaut 


1 
ge x] ePhidr;dp; = = 5] BE VU-Ra) gp, 


D’où la fonction de partition canonique : 


N 
4 
ZN — Nt 
2. Comme 
N=0 N=0 "5 
il reste 


@ 
log Zyc = ze° = _ JL dx PI VU-Ra), 


3. Puisque les impuretés sont réparties aléatoirement dans le volume, on moyenne 
logZ sur le désordre en intégrant simplement sur les impuretés dans le volume 
avec un facteur 1/V. 


(log Zn) = © s] dr dRi dR2---dR ct eBVU-Ro), (5.6) 


a=1l 


À VP 


Cette intégrale se factorise en prenant comme variables r et r—R;. Le jacobien 
est égal à 1. Donc 


P P 
:. dr [I AR e PVR) 2 F Li dYa e PVO), 
a=1 a=1 
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Les p intégrales sont identiques. D’où la première formule recherchée 
Mes vIE [ dR eV p 
Food V : 
Ensuite, on écrit : 


f dRefV® = v+ [ dR[e#V@R) _ 1] 


et l’on obtient : 
F 1 


e? 
108 Zge = gvu + V 


La dernière formule : 
e 
(logZxe) = = vf, (5.7) 


découle immédiatement du fait que 


Jim (+x/V)"=e. (5.8) 


. De façon générale on peut écrire 


Ze= De" 1 EPP dp das 
N 


d’où l’on tire 








0108 Zgc 
ôa ni 
+ 8logZ 
O8 Lgc 
Sly =-(E), 
ôB 


où la dérivée a été prise à & constant. Dans ce qui suit on va, pour simplifier, 
écrire log Ze au lieu de (logZ.). En fait, il y a deux moyennes dans ces calculs 
de valeurs moyennes de N ou E: l’une sur le désordre et l’autre, statistique. Pour 


simplifier on les notera simplement N et E. Ici, donc 
et 0108 Zgc 
108 Zgc = ms ve — LE =: 


Comme par ailleurs, on sait que dans l’ensemble grand canonique pV = 
k,T10g Zge, On retrouve la formule des gaz parfaits pV = NKT. 
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Calculons maintenant E. On a 


0108 Zgc d, da 
le = DE Zgc [p— 3 
0B ET AI A dB 





sal 


da 44 __348 
FE 12 28 
puisque À - B!/?, On aura 
ôf 
0B 


Il y a donc un terme correctif à celui du gaz parfait. 


E=N[= HT me (5.9) 


5. Les observables physiques extensives sont calculées à partir du logarithme des 
fonctions de partition ; c’est donc la moyenne sur le désordre du logarithme 
qu’il faut considérer, et cette moyenne n’est pas égale au logarithme de la 
moyenne. Il se trouve qu’on sait faire explicitement ce calcul dans l’ensemble 
grand canonique. 


6. Avec le potentiel répulsif proposé, le calcul est immédiat à la limite des petits p, 
c’est-à-dire s’il n’y a pas de recouvrement des boules centrées en R, et de rayon 
ro. Ceci suppose pwo 1, si w9 est le volume d’une boule. Il est facile de prévoir 
les deux cas limites : 

— À kT € Vo, aucune particule ne sera dans les sphères de potentiel ; c’est un 
gaz parfait habituel dans un volume V -pws et 


3 
E=N-KT. 
2 
— À kT > Vo, les potentiels ne jouent plus de rôle dans la répartition des 
particules ; chaque se trouve dans leur zone d’interaction avec une probabilité 
p® = pwo, où wo = 4/3xr3. On prévoit donc 
3 
E= NG&T+ Vopwo|]. 
Faisons maintenant le calcul explicite dans ce cas du potentiel carré. 


1 
Z = FE IE VG-Ra) gr 


1 V - 
= 5lV-pa + pooe PF] = æ [ +pwo(e BP _1)]. 
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En effet l’intégrand vaut toujours 1 quand r est extérieur aux boules de potentiel 
et e 8Vo sinon. On voit que, pourvu qu’il n’y ait pas de recouvrement, le résultat 
ne dépend pas des p positions R, des impuretés. La moyenne sur le désordre est 
donc inutile. On en déduit : 


BVo 
CRU NE 
N ôB 2 1+wpp(eÊVo—1) 


On vérifie qu’on retrouve bien les valeurs prévues précédemment. 

On retrouve encore — évidemment — ce résultat en faisant les calculs dans 
l’ensemble grand canonique. 

Maintenant si on applique la formule générale 5.9, on trouve 


3 
E = NH T +unpVoe fe). 


Résultat qui coïncide avec le précédent à basse densité et haute température. 


. Avec le potentiel attractif proposé, le calcul est analogue. Reprenons les deux cas 


. < Vo, toutes les particules seront piégées dans les puits et l'énergie sera 
celle d’un gaz parfait diminuée de la profondeur des puits, soit 
E=NÜKT-Vol 
— À KT > Vo, comme précédemment on prévoit 
E= NÜRT- Vopwo]. 
Le calcul explicite est analogue ; il suffit de changer le signe de Vo. 


1 ; 1 V 
22 + [PV Roar = (V-puo + paré] = (1 +pu0(#% D) 


Et finalement 





Vo 
E _ _Ôlogz _ 3h pp en 
N ôB 2 1+wop(eVo 1) 


On vérifie qu’on retrouve bien les deux cas limites. 
Il y a maintenant un problème : si on applique la formule générale 5.9, il vient 


3 
E = NÉKT-wrVod*), 
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Résultat qui, certes, coïncide avec le précédent à basse densité et haute tempéra- 
ture, mais qui est manifestement pathologique à température nulle. 
Comme cette fois-ci f — co, on pourrait songer à revenir à la formule 


logZ = va LV EN 
82 = a 


et ne pas utiliser l’Ég. 5.8. Le calcul direct de la dérivée par rapport à 8 donne 





alors Œ 1 
E=N 2 T- 5.10 
ES kT-p2E 14 A (5.10) 
Il apparaît un terme correctif à l’Éq. 5.9. Dans le cas du potentiel carré : 
E 3 wopes 
N 2 1 + % (Vo 1) 


La différence avec le calcul précédent est qu’à T = 0, 


E 


lT-pVo. 
NE 5HT-PVe 


Mais cette quantité n’est finie qu’en apparence : si p reste fini non nul, p croît 
comme N, et on retrouve la même pathologie. 

Tout se passe comme si, à température nulle, et quand on moyenne sur le 
désordre, les p puits se logent au même endroit (ce qui était interdit dans le 
calcul canonique que nous avons fait), attirant toutes les particules. 

En fait il faut revenir à l’Éq. 5.6. Certes, dans la moyenne, les cas où les puits 
de potentiel se superposent sont rares, mais quand B — co, leur poids e/V° tend 
vers l'infini. Ce sont donc eux qui vont déterminer la moyenne. Un modèle plus 
physique serait d'introduire entre les impuretés un potentiel répulsif de courte 
portée interdisant le recouvrement, mais les calculs deviennent complexes. 


Solution 5.7 
1. [La chaîne de kératine] 
(a) L'hamiltonien H({l;}) est la somme de N hamiltoniens indépendants et 


discernables H = Y h(f;), avec h(k;) =-XI;. Donc Z = 2 avec 


42 DM 2 de 4 
l; 
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Et on aura 


E= ôlogZ aePXa + beBXb 





ET : eBXa + eBXb 


Comme on pouvait s’y attendre, à haute température, les deux positions 
sont équiprobables et donc EË =-NX atb, tandis qu’à température nulle le 
système est à son état d'énergie la plus basse avec E = -NXa. 


(b) Comme E = -XL, on a L= È, Soit 


- L  aelXa+pelXb 
jt (5.11) 
N eBXa+eBXb 
1,65 
+ T6 
1,55 
LS 1 2 3 4 $ 


FiGure 5.2. | comme fonction de BX, avec X = 1,a=2 et b=1. 


Dans le cas de grande force (et de température pas trop élevée), on voit 
que 
Î=a-(a-bje (e-bEX 


c’est-à-dire que / est exponentiellement proche de sa valeur maximum. 


(c) Un développement limité des exponentielles au premier ordre dans 
l'Éq. 5.11 donne 
5 a+b+BX(a? +b?) 
2+BX(a+b) 


Ou encore 





5e (+ + 8x1 + _ #2) 
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(d 


7 


Multiplions par N et posons Lo = N ab = Nb, il vient 





L_pV2 
L=10[1 8x D } (5.12) 
ou encore 
X(T)L- Lo) =X, (5.13) 
avec hs 
T 
MODE Na 


L'Éq. 5.13 est la loi de Hooke : l’élongation est proportionnelle à la force 
(tant que la force reste faible). 


Pour une tension donnée, l’élongation sera donc d’autant plus petite que la 
température sera élevée. Voilà pourquoi les vêtements de laine rétrécissent 
s'ils sont lavés à haute température. 


On va développer 
z= 4 Be 2 + pX(a+ 0) +2 (a? + b?). 


Soit 
X HAS 
logz = log 2 + log 1+85(a+b)+8 7 +b°) |. 


Et comme log(1 +e) = e— jé, on obtient facilement 


logz = log2 +BXl +#À À (a- b}?. 
Soit, en réécrivant l’Ég. 5.12 sous la forme 
- X 
l-1 =8(a-b), 
4 
on conclut 


NX > 
F=-kyINI08z =-kTN 1082 (1+ ho). (5.14) 
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Remarque : Même s’il s’agit d’une physique différente, ce problème est formel- 
lement le même que celui des spins magnétiques (Ex. 3.1) ; c’est un système à 
deux niveaux. On le verra explicitement en posant 


sh he CENT 
a-b 


2. [Le caoutchouc] 


(a) L’hamiltonien est encore somme d’hamiltoniens indépendants 
H= D h; avec h;=-Xx;. 


On aura alors Z = zN, avec 


DE [ EX gx = )SinhBXa 
—4 








BX 
D'où 
._ OlogZ a N 
E=- En (ee (5.15) 


à la limite T — 0 (B — co), E= E=-NaX. Maintenant 


——_— > —___———— re 


lim 
80 tanh BXa BXa- (BxeY | BX 1- (BxeŸ 


Ce qui donnera 


-N(Xa) 
LE 5 LS 3k,T ne 


Comme précédemment, ces résultats étaient attendus. 


(b) Comme EË =-XI, on aura 





ë N 
EN). 
tanhBXa] BX 
qui tendra vers aN et 0 respectivement quand T — 0 et T — co. 
(c) Aux faibles forces, un développement limité de l’équation précédente 


donne X = RS qui est encore la loi de Hooke. 
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0,75 


0,25 


0 1 2 3 4 5 
px 


FIGURE 5.3. L/N comme fonction de BX, avec a= 1. 


(d) Quand T = 0, la valeur x; = a est certaine, donc o. = 0. Quand T — co, la 
valeur des x; est uniformément répartie dans [-4,a], donc 


lee 
x)=0 et oi ={x)=— | x*dx=—. 
(x) = GS [ ; 3 
Comme L= Xx;, à T = 0, o? = 0 et à T — co, la loi des grands nombres 
2 
= a 
donne o7 = N*%-. 

(e) Ce modèle est une extension continue du modèle 1. Ce sont des modèles 
à fibres indépendantes, ce qui est une approximation assez grossière. En 
effet on devrait considérer le coût en énergie dépendant de l’angle entre 
deux monomères consécutifs. Mais on perd alors la simplicité du modèle à 
fibres indépendantes. 


Solution 5.8 C’est un problème où les sites sont indépendants (et discernables). Donc 
il suffit de calculer z la fonction de partition d’un site et on aura Z =2N,. 


1. Ona 
z= Ÿ g(Eef, 
E 
où g(E) est la dégénérescence du niveau d'énergie E (ou encore la fonction de 


partition microcanonique). L'énergie peut prendre 3 valeurs 


E |-—Ep 0 &p 
gŒ) | 1 4 1 


202 


CHAPITRE 5. PETITS PROBLÈMES, JOLIS RÉSULTATS 


Donc 
2= Y (Be PE = 2(coshBEp + 2), 
E 
” al inh8& 
nz sinh B&p 
us ET ee. coshB&p + 2° 


Nous nous limiterons encore par la suite à un seul site, il suffit de multiplier par 
N pour avoir l'énergie du système. On voit que pour T = 0, (E) = -&p (énergie 
minimum) et que à température infinie, (E) = 0 (lorientation est aléatoire). Plus 
précisément le développement à haute température donne 


1 685 + 
B)-- (Ep) 8+ EE (EDNE + 


Maintenant on a 


Re 





(Px) = (Py) = = 0, 


(évident par raison de symétrie) et 


pefËP pe BP sinhB&p 


@2)= Z coshB&p +2 


(on aurait pu plus rapidement écrire (E) = -(&p} = -£(p,)). Au premier ordre 
en B (développement de haute température) 





?p° E 
e>= Be. 
. On a maintenant ; 
2 à EP: dp,, 
D 
soit 
sinhB&p 
B&p 
et 
ôInz _ &p 








1 
DE GB "tan  p 


dont le développement à haute température est 


(E) = (Ep) 8 + 15 (EP) #B°+. 
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On constate que seul le premier terme du développement à haute température 


Bp'E 
3 


coïncide avec le cas discret. 





3. On aura (voir l’Éq. 13.27 de l’appendice) 


ml 12 + 2 2 
dr. sin‘ 0 +6) +p&cos06. 


D'où 
êL _ me , 
PS 7 
et p 
Dé = 7 = sin 8 
Soit 


ml rai 8 ni à -pEcos 9) 


D | dpydpodô de” Ce 


Il est facile d’intégrer sur @, p4 et pe (on applique 3 fois l’Éq. 13.1). Il reste 


= 2 Fr [ao EE sin 78 gpBcoso 


qui s'intègre en posant cos 0 = u. Soit 


__ 27m rm, sinhBp& 
MR B " BpE 





On entire 
p& 2 


+=. 
tanhBp& B 
Ce résultat était prévisible : on a ajouté à l’'Hamitonien de la question b) deux 


degrés de liberté quadratiques en pe et py, donc 2 fois 3k,T (théorème de 
l’équipartition de l'énergie). Cette fois-ci on voit que (E) — co avec T. 





(E)=- 


CHAPITRE 6 


Gaz 


Solution 6.1 


1. La fonction de partition du gaz parfait à 1d est 


EM 


ZGp = Ni 


2. Après intégration sur p, la fonction de partition du gaz de sphères dures s’écrit 


Z= [ PT (6.1) 


Il n’y a plus de N! parce que les particules sont maintenant discernables : à 


cause du potentiel infini qui les sépare, une fois placées elles restent ordonnées !. 


Comme le potentiel est infini ou nul, on a 


F8 = 0, dès qu’il existe un couple (i,j) tel que |x; x; < ro 
1, sinon. 


L'intégrale n ième de l’Éq. 6.1 peut s’écrire 


L XN—T0 X4—T0 X3—r0 X2—T0 
il deu dxn-1 dx; J dx [ dx. 
( —Dro (N—2)ro 2r 10 0 


En effet la première particule (la plus à gauche) peut se déplacer entre l’origine 
et l’abscisse de la seconde particule diminuée du cœur dur, la seconde ne peut 
approcher l’origine que de r5 (quand la première est à l’origine), etc. Moyennant 
les changements de variables y, = x, —-(n—1)r0, l'intégrale précédente peut se 


réécrire 
L-(N-1)ro YN Ya ÿ3 ÿ2 
[ dYn dyn-1°: | dy3 L dy2 UA dy. 
0 0 0 0 0 


! C’est une situation un peu analogue à celle du cristal. 
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Cette intégrale se calcule aisément de proche en proche ; elle vaut 


[L-(N-1)ro)N 
N! | 
Finalement 
1 (L-(N-DrolN 
N! AN | 
C’est la même formule que celle du gaz parfait en ôtant du « volume », le volume 
exclu ?. On en déduit, en négligeant 1 devant N, que 


Z= (6.2) 


2=2œ(1-Ûn) : 
Soit, après développement limité du logarithme : 

F=Fcp+k,TNnro, 
oùn— . est la « densité ». 


Remarque : Cet exercice — classique — est souvent traité différemment. On maintient, 
comme dans le gaz parfait, le facteur 4, mais quand on calcule l'intégrale sur les 
x; on doit considérer toutes les permutations des N particules dans les intervalles 
d'intégration et donc faire intervenir un N! multiplicatif, ce qui conduira au même 
résultat. Le M apparaissant dans l’Ég. 6.2 est nécessaire pour éviter le paradoxe de 
Gibbs : l’entropie du mélange de deux gaz identiques doit être additive, c’est-à-dire 
qu’on doit avoir S(2N,2V) = 2S(N, V). 


Solution 6.2 
1. La fonction de partition canonique de N molécules en interaction s’écrit de 


façon condensée 
1 1 p? 
RE BC + V(q)) 
= NE fe 2 da dp. 
Après intégration sur p, reste, en explicitant q 


1 1 


+ 1 
= Ni TN el Lis V{ri-r;) dridr2 Sue drn = 


1 
Ni EN Zen» 


2 Comme dans l'équation de Van der Waals. 
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où À = ET est la longueur d’onde thermique (dans le cas du gaz parfait, 
Zconf = VN). Introduisons la fonction de Mayer 


Zeonf = (à LE dridr2-- din = L [IE +fi) dridr2-. dr. 


i<j i<j 


2. Développons maintenant : 
[lu+fi=ie fe À fiat 
i<j ij  ijk<l 
Intégrons par rapport aux r;, le premier terme, 1, donne VV ; quant au second 
ni dridr2 dr = ET fr dridr2-- din, 
i<j 


toutes les N(N —1)/2 intégrales étant identiques à la première par exemple. On 
obtient après intégration sur r3,-:°,rn 


[ fo ddr. drn = VV? . fai-1) dridr, = VN?2 L f(x) dr dR. 


On a fait le changement de variables r, -r = r et r1 +r2 = 2R, dont le jacobien 
vaut 1. L'intégration sur R mettra encore un V en facteur. Reste donc finalement 


à calculer ! [e-PV() _1] dr qui, dans le cas de sphères dures se réduit à $7re 


(on a séparé de domaine d’intégration en r < ro et r > ro). Finalement, en 
remplaçant N(N—1) par N? 


2N? 
Zconf = vf) 


Et 
2N? 
F=-k,TlogZ = Fep-kTlog(1- y 70). 


Sous la condition p = Ê « Ro où # est le volume de la sphère d'exclusion, on 
peut utiliser l’approximation log(1-x) + -x, soit 


2N° à 
FE = Eçp + RTE To. 
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D’où on déduit de 
__2r 
_ ôV 
que 
2N° 5. NET. ND: 
P=por+ RTS 0 y. fi F var) 
Remarque : Ce résultat correspond au développement de la formule de Van der 
Waals (Cf la formule 7.9 de la partie énoncés) au premier ordre en densité. Il ne 


donne aucune indication de transition de phase. 


Solution 6.3 [Calcul de z;] 
Calcul classique. 
On a déjà vu que 


il g8 _V 
a= 73 [dpdaett à. 


Calcul quantique. 
On suppose les particules dans une boîte carrée de côté L. Alors 
Z = D € BEnxnynz 3 
etats 
avec 
hB x 2 ; 
Enxtiyfz — D I2 — (n2 +1} +n A 


où les # sont des entiers positifs (Voir l’Ex. 11.1 du chapitre « Fluides quantiques »). 


On a alors : 
Zt = x ÈS e L \ : 
ñ 


puisque les sommes sur n,, n, et n, sont indépendantes. Il est facile de voir que dès 
que T n’est pas nul *, on peut remplacer la somme par l'intégrale. En écrivant que 


CO 
P 252 1 x 
) Hi :) MOTTE 
h 0 æ 
on retrouve le résultat classique. 


3 Plus précisément : dès que k,T est supérieur à l’espacement entre niveaux À Le 
2m L2° 
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Conclusion : sauf à l’extrême voisinage du zéro absolu, on peut faire un calcul 
classique de l’énergie de translation d’un gaz de molécules. 


[Calcul de z,] 
Calcul classique. 
Si le rotateur est rigide, on sait (Éq. 13.28) que l’hamiltonien s'écrit (1 désigne le 
moment d'inertie du rotateur) 
2 2 
P 
nm, _n 


21 2Isin 9 





r = 


2 


Zr = h2 3 Jde d@ dpo dpge À : de) 


Cette intégrale quatrième se calcule facilement (Éq. 13.1) : on commence par intégrer 
par rapport à ®, puis par rapport à pe, p, et enfin par rapport à 0. On trouve 





2 2Ik8T T 
SR h2 DE T, ) 
avec T, = h?/(21k4). Par conséquent E, = PE = k,T. Résultat conforme au théorème 


d’équipartition de l’énergie (l’hamiltonien h, dépend quadratiquement de p4 et p4). 


Calcul quantique. 
L’hamiltonien s'exprime en fonction du carré du moment cinétique, dont les valeurs 
propres sont de la forme j(j+ 1)#? et sont dégénérées 2j+ 1 fois : 


h, = = jen, 
On a donc 


co 2. 
Z = D Gj+ 1)e BAD), 
0 


Pour T petit (voir le tableau 6.1), il suffit de considérer les deux premiers termes de la 
somme et , 
ñ 
Z=l+3erT. 


À haute température, il faut considérer tous les termes : 


so 7. 2f.. 
æ | (2j+1 Page [° Pre =, 
# il J Je 4 0 %., Br? T, 
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TABLE 6.1. Températures caractéristiques de vibration et de rotation pour 
des molécules diatomiques simples. 


[Molécule | TRI] KT | 





ce qui est le résultat classique. 
On voit, dans le tableau 6.1, la température T,; en deçà de laquelle le calcul 
quantique est nécessaire. 


[Calcul de z,] 
Calcul classique. 


1 2 
= is EG t I dp dx, 


qui s’intègre immédiatement en 


Le KE A 
"how T, 
avec T, = hw/ky. 


Calcul quantique. 
On doit sommer une série géométrique de raison ef" 


e Bhw/ 2 1 


= -Bho(n+}) _ _ 
Zy= ) 6 2= = ————, 
L D 1-e fo 2sinhgie 





Ce qui redonne la limite classique quand T > T,. 
On voit qu'aux températures ordinaires, les modes de vibration peuvent être 
négligés, ou traités classiquement. 


SOLUTIONS DES EXERCICES 211 


Solution 6.4 
1. L'hamiltonien d’une molécule s’écrit 
| 
h= P_ _- mu’ r?. 
2m 2 


La fonction de partition (en coordonnées polaires) s'écrit : 
l 2 
z= a [er E meta der dr dp, 


ce qui, après intégration sur p, 8 et z donne 


TR Si mu?r? r dr = 2V (mt 1: 


ÆRBma? 
Et comme les molécules sont indépendantes, on a: 
N 
z 
Z= Ni 


2. La quantité e"dp r dr dz dB est proportionnelle à la probabilité de trouver 
la molécule dans le domaine [r,r+ dr], [0,0 + dO, [z,z+ dz] et [p,p + dp]. La 
probabilité de trouver une molécule dans le domaine [r,r+ dr], quels que soient 
6, z et p s’obtiendra en intégrant le facteur de Boltzmann ef" par rapport à 
toutes les variables, sauf r. Il est inutile de faire cette intégration puisqu’on ne 
s'intéresse qu’à la dépendance en r de cette probabilité qui est ref am dr, Soit 
en normalisant 

mur? Bm wo? 

eamw?R? _] 
Quand il y a N molécules indépendantes, la concentration à la distance r de l’axe 
est simplement NP(r). 

3. Soient N. et N: les nombres de molécules des deux espèces. On aura, en vertu 
de l'Éq. 6.3 


P(r)dr = r'dr. (6.3) 


R2 
m(r) _N ehBu?r (mm) M2 M) epmiw À pe | 
ni(r) FN m] pm? & F1 





Et pour la concentration relative il restera : 


mr) ni #1(0) = erBw?r/(mr-m) 
n(r) #2(0) 


‘ Attention : la partie potentielle est de signe opposé au cas de l’oscillateur harmonique. 
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Application numérique : Pour 10 000 tours par minute, on a w = 2 rad/s. La diffé. 
-3 

rence des masses est donnée par M2-—m1 = kg, où Wa est le nombre d’Avogadro, 

En introduisant la constante des gaz parfaits R = kNa = 8.31 JK-!mol"!, on trouve : 











ls 11047 ui, 43107 27? 
= 2) = ER À | Le 7 0 02630 
2Po r' (mm) = CT 306 8,31  10X9X8,31 
soit à 0) 
f2(R) ni( — 1,027. 
#1 (R) #2(0) 


On voit que le gain d’une centrifugeuse est faible. 


Solution 6.5 


1. On aurait alors “ 
dN = 758 dt v,. 


2. (a) Il faut maintenant remplacer v, par y, (N doit aussi être compris comme 
une valeur moyenne). D’où 


dN = se ar [ VxP(Vx)dvss 
V 0 


où p(v,) est la gaussienne normalisée 


mp _1 2 
pen = fEeme 


Un calcul élémentaire donne alors 


N kT 
N=-—68 dt 4] —. 4 
dN=-68 dt > (6.4) 


On en tire, puisque T est fixé 


t V 27m 
N=Ner, = — 4 —. 6.5 
bé T, avec T 5 VRT (6.5) 


(b) Numériquement 


pute 107 f2x4x 107, Re 
HT Og 2 = 102 7 83x300 Og2= eures. 
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3. (a) À cause de la conservation de la masse, le nombre de molécules (1) ayant 
quitté l'enceinte au temps f est AN; = Ni —Ni(t). Donc la composition 
isotopique du gaz extérieur vaut 


== 
AN, _Nl-e Fi NT _ Ni [m2 
AN N fe N T] N M 
Cette composition varie très peu en une seule effusion. 


(b) Au bout de # opérations consécutives le gain isotopique sera de 


AN; _Nif fm 
AN) É N mi] | 


On pourra encore écrire 


a 


+ m2 mu Ÿ? ? 
ED PL RL = er 2 145,810 9m 
2 mi m 2238+19 
2 


Il faut donc disposer de centaines de séparateurs en série pour obtenir un 
gain appréciable. 


4. (a) Quand une molécule quitte l'enceinte, elle emporte l’énergie 
lon. 
30% + +w). 
Le nombre de molécules qui partent avec les 3 composantes de la vitesse 


dans les domaines (v,, v,+dvz), (v,,v,+dv,), (v,,v.+dv.,) pendant le temps 
dt est 


viditdr dv.65 dt p(vx)p(vy)p(v2), 


avec vf = v, si v, > 0 et 0 sinon. L'énergie correspondante perdue est donc 


N 1 OO 09 OO 
dE = —6S 5m dt 1 : dvy . dv, 1 dvi (+ E)p)p(v,)p (ve). 
Soit, par définition de la moyenne 


dE = 5% 5m dif(vi)+ (niv) + (vive), 


214 


(b) 
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où v*,v,, v, sont des variables aléatoires indépendantes ; donc les valeurs 
moyennes des produits se factorisent. Avec le théorème d’équipartition de 
l'énergie on obtiendra 


1 1 1 
ve vs) = ms XV) = (ES RT. (6.6) 


Le calcul direct de (vf) donne 


Fe [8 38m? à RT 
(x) 27 fl ds FN 2rm (6.7) 
Finalement 


FN [78 pe 28m _ EE ee J —s? 
(vx ) EE L dv = B?m? s € ds. 


L'intégrale vaut ir (2) = L D'où 








1 (kyT) 
=m(v}) = : (6.8) 
2 V2rm 
Combinant les Éggs. 6.6, 6.7 et 6.8 on obtient 
dE N )& T)? 2 
= —6S— = AE TsSY VS =2k TH 
dt v” 27 . 7 
La dernière équation vient de la relation 6.4. On en tire 
dE 
— = 2KT. 6.9 
an “2% (6.9) 
On peut aussi différencier par rapport à N l’équation 
3 
= -NKT, 
2 
et obtenir ns _. 
AN = Hres Ne IN =2kT. 
Ce qui implique 
dT 1dN (6.10) 


T'3N" 
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soit la dépendance 
1 


T= n(S) - (6.11) 


Réécrivons l’Éq. 6.4 à l’aide de 6.11 


1 
aN 1[N\ 2 
— = | 20 —}— 6 
LE = aN VT =-aT; FH N=-CNé, 


où C est une constante facile à expliciter. L'intégration est immédiate 


(5 
“el al 
N6 NÉ 


Inversons cette relation, il vient 
6 


1 1 
ar 


6 
No 


N(t) = 


Cette décroissance du nombre de molécules est très différente de la dé- 
croissance exponentielle isotherme (Cf. Éq. 6.5). À cause de la een 6.11 
on voit que la température, proportionnelle à Ni décroîtra en à. Cette 
chute de la température vient du fait que ce sont les molécules les plus 
rapides qui partent les premières. Dans la détente de Joule par contre, N se 


conserve. 
Solution 6.6 
1. (a) On sait que 
1 VN 
Zg Re crue 
N. | AN 


(b) Soit, avec la formule de Stirling 


Ve 
F,=-kT log Ze =-kyTNi log de 


et donc, puisque loge = 1, 


0E 
= Fi 
HTEN =—k, ŒN TE 
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2. (a) OnauraZ, = 2, avec 


1 2 “ 


Soit, après intégration (Cf. Éq. 13.1) 


3N: 

Pa= (er) É Ne 

s — 
how 


(b) Onentire 


kT 
FE, = = —3N2k,T log y —3N6, 


et donc 
OF, 


Hs — 8N 





=-3k,T log a —36. 


(c) L'égalité des potentiels chimiques assure que 


36 1 _V_ [#0 \ 
kT EN kT 


En utilisant l’équation des gaz parfaits pV = NikyT, il reste 


=(S) e#, 


avec 0 = LE 
ky 

Critique du modèle. On voit que pour T = 0, p = 0, puis p croît avec la température 
jusqu’à un maximum k,T = 3/26, puis décroît vers 0. Cette dernière partie est 
clairement non physique. En effet dès que k,T est de l’ordre de €, il n’y a plus cohésion 
du cristal. 

En fait ce modèle n’explique pas la transition de phase solide-gaz à partir d’une seule 
interaction molécule-molécule, il la suppose en se donnant 4 priori des hamiltoniens 
différents pour chaque phase. 
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Solution 6.7 


1. Soit Z4 et Z{ les fonctions de partition du système respectivement avec et sans 
la molécule B. 


2 N, 
RE fi Bit) Nan dar = 1 | i er 





Za= Na! NA Na! Na 
tandis que 
LU di 
AT Na Ma 
On en tire 


2 (PM (V4 feebrn- Dar)" 
D 7 — 


A 
1 Na 
(43 fer-nar : 


Utilisant le fait que log(1 +e) = €, on en déduit 





N OO 
log Za log Z° + À [ (e #0 -1)arr dr. (6.12) 
V Jh 
On pourra écrire que 
N 
AlogZa = “RB(B), 


si les ng molécules de B sont essentiellement entourées de molécules de À; 
c’est-à-dire si np << Na. 

2. (a) La relation proposée implique l’égalité des potentiels chimiques des deux 
phases en présence. En effet si Z£ et Z représentent les fonctions de 
partition respectivement des phases vapeur et solide de B, la fonction de 
partition du système B composé du solide en présence de sa vapeur est 


ZB — Zr(nB)Zr(ng). 


Ici et dans ce qui suit, pour simplifier les écritures, ng (sans exposant v) 
désigne le nombre de molécules de la phase vapeur de B. À l'équilibre 
l'énergie libre —-k,T log Zg doit être minimum par rapport à ng. Comme 
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ng + ni, est constant (conservation du nombre de molécules B), ceci im- 

















plique que 
ôlogZ;  ÔôlogZ, 
ôns On, | 
soit : : 
ÔlogZg _ à dlogZ} É dlogZ;, 
Ông ông On, 


D’où la relation proposée. 
Pour un gaz parfait, avec l’aide de la formule de Stirling, on a: 


nB ñB 
7" = Zi o Z1€ 
B ME on ? 
np: nB 


ou encore : 
logZz == ng(log “L 1), 
ng 


d’où, après dérivation par rapport à n8, la formule demandée. 


(b 


Dee 


La fonction de partition du système À + B peut encore se factoriser 
LeOE. 
Ou encore 
log Z = log Z + Alog Z1 +logZ} +logZ$. 
Écrivons encore que la dérivée par rapport à ng est nulle, il vient 


N 
0= À B(8) +log 2! log 2 
V np nù 


Ce qui donne 
N 
18 _ FR) 
n° 
B 
Remarque : En fait, la phase solide de B fonctionne comme un réservoir infini de 
molécules qui impose son potentiel chimique. 


Application numérique 
Pour le Naphtalène-Méthane on trouve B(B) = 846cm°/mol et pour le Naphtalène- 
Ethylène B(8) = 1617cm°/mol. 


CHAPITRE 7 


Modèle d’Ising 


Solution 7.1 À haute température, l'interaction ne joue aucune rôle et les spins sont 
distribués en +1 avec la même probabilité. En moyenne, on aura donc H = M =0. 

À la limite T — 0, le système est dans son état d'énergie le plus bas (le fondamental), 
celui qui minimise l’énergie libre F = E— TS. Il faut distinguer deux cas : 

— B> 0, le fondamental est atteint avec o'; = 1, Vi. On dit que les spins sont « up ». 


Soit 
H= JT 1-BN. 
D 


Évaluons la somme des interactions 


A D) 


Gÿ) 6) 


où (1) représente les g indices j plus proches voisins de i. En négligeant les effets 


de bord, 
N 
> . Se +. 


Gi) 25 


Le facteur 1/2 évite le double comptage. Finalement H = -J= M_BN et M=-BN. 
— B<0, alors pour avoir l’énergie minimum il faut prendre tous les spins égaux à 
—1 (spins « down »). D'où H = PE + BN et M = BN 


Remarque : Comment sont les spins pour T = 0 et B = 0? Les deux états « tous 
les spins up » ou «tous les spins down » minimisent l’énergie. Ils sont donc tous 
les deux possibles. Et on verra qu’il suffit d’un tout petit champ magnétique B > 0 
(respectivement < 0) extérieur pour assurer tous les spins up (respectivement down). 
On peut déjà prévoir que la fonction M(B) est discontinue en B = 0 à température 
nulle. 
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Solution 7.2 Comme les spins sont indépendants, la fonction de partition se factorise 


Z=2N avec z= do = PB +6 PB = 2coshBB. 





{o} 
: (E)= SUR. -NBtanhBB. 
ôB 
Enfin comme Œ 
(M}=— 


on a (M) =-NtanhBB. 

Comme toujours, il faut vérifier que les limites à haute et basse température 
correspondent à ce qu’on attend. Il est facile de voir que quand T — 0 (c’est-à- dire 
B — c), on a (E) = -NB et (M) = N : tous les spins sont alignés avec le champ 
magnétique. Quand T — co, (E) = (M) = 0 : les spins sont up ou down avec la même 
probabilité. 


Remarque : On aurait pu utiliser l’Ex. 7.1, écrire 
z= Ye = VE, 
{o} {o} 


et regrouper les termes qui ont même nombre de spins +, 
SN 
ÿ= > (r) PBON'-N) 2 GBN (1 + PEN = (G BB + SBN, 
N*=0 


On a appliqué la formule du binôme de Newton: X}_, (xt = (1+x)". Comme presque 
toujours, cette façon de calculer Z en partant de Z, est inutilement longue. 


Solution 7.3 


1. Ily a 24 microétats. À température nulle, les 4 spins sont parallèles, donc E =-4] ; 
pour T — co, tous les spins sont équiprobables donc E = 0. La table 7.1 résume 
dans ses trois premières colonnes les configurations possibles de spin avec leur 
dégénérescence g. 

On en déduit 


Z= > e BHO) = D ge fr = 26 #7 412 +26] = 4(3+ cosh48]). 
{o] E 
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TABLE 7.1. Pour les 16 configurations du système, la dégénérescence g, 
l'énergie E, la magnétisation M. La dernière colonne donne l’énergie du 
système avec un champ magnétique extérieur B. 





Et donc 


ôlogZ _ sinh 48J 





es 


8  3+cosh48]J' 
On vérifie que E — 0 quand T — co et que E =-4J quand T = 0. 


2. La valeur moyenne de M est égale à la somme de toutes les valeurs possibles 


de M pondérées par leur probabilité d’occurrence, c’est-à-dire par le facteur de 


BE 
g(E)e . On a donc 





Boltzmann (normalisé) correspondant 


4xe#l+2x4xe+0-4x1xe/-2x4x e0 +0 Fe 


(M) = Z 


Ceci était attendu pour raison de symétrie. Mais 


_16xé/+4x4xe+0+16x1xe//+4x4xe1 +0 
È 2 


(M?) 
soit 
el +1 


AN = 
Le RTE oh 
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dont la limite à basse et haute température est respectivement 16 et 4. Comme 
ici, l'écart quadratique o? vaut (M2), l'écart type est de l’ordre de grandeur de 
la plus grande valeur possible de M. En particulier il vaut 4 pour T = 0. On aura 
de manière analogue : 


469 +8+0+46# +8+0 5 ef] +2 


{IMI) = Z : 3+cosh4f]' 


3. À température nulle, M = +4 avec une probabilité 1/2, tandis que M? = 16 ou 
IM] = 4 à coup sûr. 

4, Le champ magnétique (> 0), même petit, lève la dégénérescence + de la magné- 
tisation, et donc |M| = M. 
On peut le comprendre ainsi. Les mêmes calculs, mais avec champ magnétique 
non nul, donnent ! 


€] sinh48B + 2sinh 28B 


M} = 4 "2", 
(#0 el cosh4BB + 4cosh 28B + 2 + e 48) 


Il est alors facile de voir qu’à la limite B — co, la fonction (M) n’est pas continue 
en B = 0. En effet, en se limitant au terme dominant, et quand B — 0*: 


1 64808) 
DEEE —* si B>0, 
tandis que 
—LetfU-8) 
er TE] =—4 si B<O0, 


Schématiquement on devine déjà l'allure de la limite thermodynamique sur la 
Fig. 7.1. 


l Il aurait été plus rapide de calculer 
1 logZ 
(M) = 5 ® 
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—- N=d 
— Ninfini 


—— 
——— 





10 


k,T/ 


FIGURE 7.1. Comparaison de l’aimantation par site ab pour N =4et 
N — co (calcul théorique de Onsager sur un réseau carré), pour B = 0*. 
On a LE = 2,2692. 





Solution 7.4 
1. Sans champ magnétique, l'Hamitonien s'écrit : 


N-1 
H=-J oo. (7.1) 
i=] 


La fonction de partition s’écrit 

ZAN)= Ÿ I EËr oem, 

{0} 
On explicite la somme sur {or} pour o1 = +1 seulement, reste 
Z(N) = >. Po EX oivi à Blot] LS oio in 
{o”} 
= y» 2coshfJor) ef Dia vivin, 
{0°} 


où {o”} court sur tous les indices sauf le premier. Comme le cosh est une fonction 
paire, il n’est pas affecté par la valeur de or, et 


Z{N)=2Z(N -1)coshf]. 
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2. Comme, manifestement Z(2) = 4cosh/BJ, on en tire, par récurrence : 


Z(N)=2(2cosh8J) "1, 





Solution 7.5 
1. Comme 
20D= Dette, 
{o} 

ona Nc 

{ ) Loi TiTi+1 Er EE 1107 

0; ; TR ne pe D pin 

iO'i+1 Z BZ 6]; 
On aura de même 
1 1 62Z 
(oiTH2)= (oiTi1Ti+1Ti+2) = B Z 6jôj;n|;-;" 


2 


puisque ©, = 1. Et plus généralement 


®Z 


11 
= = ————— 7.2 
Bi Z OJidJi#1 "dix: F2 


(dix) = 





Ji=] 
2. Le calcul de Z se fait comme à l’Ex. 7.4 en isolant 0: : 
ZN)=Y SL hi 2 coshBJ1o2 = 2Z(N-1)coshBji. 
{0°} 
Soit 
N-1 
Z{N) = 2 [I coshB};. 
i=1 
La formule (7.2) donne alors 
{oiisj) = (tanh8JŸ. 


3. Comme x = #18 et |tanh BJ < 1|, on peut réécrire la formule précédente 


=È 2L 
(oo) = e"aloB NE LE, 


avec 
a 


ë 


. NRA ES ; 
108 x 


£ s'appelle la longueur de corrélation. Elle ne diverge que pour T — 0. 
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Solution 7.6 


1. Ona 
ôlogZ 


dB 
2. Pour 8 — co, on obtient E5 =-(N—1)]. À chaque frontière de changement de 
spin il y a un gain en énergie de 2J. Soit 


E=Eo+2r] =J(2r-N+1). (7.3) 


E=- 





=-(N-1)]tanh 8]. 


Fixer E, c’est fixer re [0,N-1].Ilya des choix possibles (dégénérescence). 
C’est la fonction de partition microcanonique Z,. 
3. La fonction de partition canonique s’écrit donc 


N-1 
7e ns n SA _ PIN) (] + SAISIE = (2cosh8J)N"1, 
r=0 


(On a appliqué la formule du binôme de Newton). Comme on aurait pu aussi 
bien partir de l’état où tous les spins valaient -1, il faut multiplier encore par 2 
pour retrouver le résultat de l’Ex. 7.4. 


4. Appliquons la formule de Stirling 
OO (N=-1) (N-D" 
ÉOHON-I-n) NI 
Et à l’aide de l’Ég. 7.3 : 


(7.4) 








1, ôlogZ, ôlogZ, dr 1 
mt 2E =k Gr JE MOBIL 
D'où on tire 
ea (—-1) 
NS Er | 


Soit, en tirant r puis E, le résultat de la question 1. C’est une autre méthode de 
calcul de la fonction de partition du modèle d’Ising à 14. 
5. Le gain en énergie est AE = 2r] = 2(N-—1)x}, tandis qu’un petit calcul donne un 
gain entropique 
kK,TlogZ, = TAS=-KT(N-1)xlogx. 
(On a développé au premier ordre en x l’Éq. 7.4). Donc l'énergie libre décroît. 
Ceci signifie que si l’on part de la situation où tous les spins sont alignés (à 


T = 0), le moindre apport d’énergie rend le système instable. Il n’y a donc pas de 
magnétisation spontanée. Le bilan est différent à 2d. 
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Solution 7.7 
1. Il suffit de vérifier que 


», Toro Toros = dis ° 


{02} 


Puisque oNù+1 = 1, on aura 


de Too To03 VA Toyo: = D CREER = TT)". 


{o} o1 


La trace d’une matrice est invariante par changement de repère orthonormé. Si 
donc on peut diagonaliser la matrice T (2x2), on pourra écrire que 


ZEASHAS: 
L’équation aux valeurs propres est 
A2 coshBB + 2sinh 28J = 0. 

Le discriminant réduit peut s’écrire 

A' = ef] sinh? BB + e-#/, 
d’où 

A4 = &/ coshBB+ VA. 
On a alors 

a 
za) 2, 
+ 

quand N — co, Et donc 


F 
. ue 1 : 
Jim N= k,T log (e coshBB+ VA ). 


Le calcul de la magnétisation M = —& est facile, mais un peu fastidieux. On 
trouve bien la formule proposée. 


2. Il était clair, pour raison de symétrie que pour tout N (et T #0) 


lim M(B,N) _ M(0,N) =ÿ 
B0 NN 


> 
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et donc que 


lim lim LL AEELE) = lim 0=0. 
N—00 B—0 No 


Mais il n’était pas évident qu’on obtiendrait le même résultat en inversant les 
limites, c’est-à-dire en calculant, ce qu’on a fait 


.… … M(BN) 
lim lim ————. 
B—0N-—00 
Et d’ailleurs si d > 2 les deux limites sont différentes : il y a bien dans ce cas 


magnétisation spontanée. 


Solution 7.8 
1. Quand B = 0, la fonction de partition canonique Z = Y4) JT Lin 0i9 se réduit à 
Zto1 1 = 2N. C’est le nombre total de microétats possibles à toutes les énergies. 
C’est un résultat général : il suffit d’écrire Z = > g(E)e FE qui se déduit pour 
E 


T=0 à Dpg(E). 
2. B représente le nombre de liens entre plus proches voisins. Si on néglige les 
effets de surface, 8 = Ng/2. La division par 2 évite le double comptage. 
3. L'identité 
eTOi0 = (1 + vo;0;)coshB], 
avec y = tanhB]J est immédiate : il suffit de la vérifier pour les deux seules valeurs 
possibles de c;o; = +1. On a alors 


Z= >. [Ie +voro";) cosh BJ 
{or} (ij) 


qu’on développe en 


Z= (coshgJ)® ÿ'[1 + v > oi0; +? À DiTjokoi +]. (7.5) 


{ol (Gj) GER) 


Répétons-le : la première somme porte sur les états de spin (+1), les suivantes 
sur les sites. Si T #0, v est inférieur à un et d’autant plus petit que T est grand. 
C’est bien un développement de haute température. 

Dans le terme en v? par exemple, j peut être égal à k, mais alors on aura l # i. 
Plus généralement le terme en v" contient n paires distinctes de spins, mais les 
spins individuels peuvent se retrouver plusieurs fois, comme on va le voir dans 
des paires différentes. 
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4. On permute l’ordre des sommations. On effectue d’abord la somme Y4,, à 
l’intérieur du crochet. On effectue ensuite les sommations sur les sites. Les 


sommes 
>, o; io ch" or" 
{o} 
pour des sites i,j--- ,m,n fixés valent toujours 0 sauf si tous les n,n;... sont pairs, 
auquel cas elles valent 2N. En effet si, par exemple, n; est impair, on effectue 
d’abord la somme pour o';= 1, puis pour a; =—1. Il y a compensation. 
Pour le réseau carré, la Fig. 7.2 donne une représentation en terme de graphes. 
Le couple de spins o';o'; est représenté par un lien (graphe {v,1} ou {v,11} ). Le 
produit cjo;oxo où i # j # l # k par le graphe {v?,1}, tandis que le produit 
ojoioior est représenté par le graphe {v?,11}. Par exemple le graphe {f,1} 
correspond à 


TT TOO IT MO mO oT oO nTnOITITKOKT i = DOI TI MO SO OR =]. 
Plus généralement, les seuls cycles survivants sont les boucles fermées parcourues 
une fois (en grisé sur les exemples de la Fig. 7.2). La boucle la plus petite est un 
carré. Les termes en v, v? et y»? donnent donc 0 et la première contribution est 
en v{. Dans un réseau infini (sans effet de bord) il y a N telles boucles. Puis il y 
aura les 2N rectangles ([1,2] et [2,1]) en v$. Les termes en v” ne contribuent pas. 
En w# il y aura 
— les N carrés de côté 2, 
— les 2N rectangles ([1,3] et [3,1]), 
— les 4N carrés [2,2] privés d’un carré d’angle [1,1] 
— les N(N-5)/2 paires ? de petits carrés [1,1]. 
Tout calcul fait, on trouve 


1 
Z= (cosh87)22N (1 + Nv* + 2Ny$ + ZNN+ 13)v$ +...) (7.6) 


5. Portons le développement en y de cosh? 8] = (1-v2)-! dans l’Ég. 7.6 et utilisons 
le fait que log(1+x) = x-% +... 11 vient 


F=-NKTlog(Z) =-NKT(In2+v?+3/2v*+7/3v$ +27/4v8 +...) 


2? Une fois un des N carrés choisi, on doit en choisir N—1 parmi ceux qui n’ont pas de côté commun avec 
le premier, soit N —5 possibilités. Il faut ensuite éviter le double comptage. 
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FiGure 7.2. Deux exemples de contributions des graphes au calcul de Z. Les 
seules contributions non nulles dessinées ici sont en grisé. Voir texte. 


Remarque 1 : On voit que les termes en NP avec p > 1 disparaissent dans l'écriture de 
F, ce qui est normal : F doit être une fonction extensive. C’est une (petite) vérification 
des calculs. 


Remarque 2 : On retrouve bien sûr le cas 14. Si le réseau est non périodique, la relation 
7.5 a tous ses termes nuls sauf le premier et 8 = N-1; s’il est périodique, 8 = N, et 
restent seulement le premier et le dernier terme, soit 


Z=2N cosh” 8J(1 +tanh” 87). 


Solution 7.9 


1. Tous les spins sont « up » ou « down » donc H =-JX4;;, 1 =-JNg/2 = Eo = -2JN 
et la dégénérescence g(Eo) vaut 2. 


2. Un spin seulement bascule, modifiant l’énergie de 2q] = AE:. Donc Ei = Eo + 8]. 
La dégénérescence g(E,)=2XN :ilya N spins possibles à basculer et on peut 
partir de tous les spins « up », ou « down ». 
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. Deux spins voisins basculent. AE = 4(q-1)7, et donc E2 = Eo + 12] et g(E2) = 


q 
2X SN. 


. Onaici 


Z(6)= D gEn)e Pr = 26 PÈ + 2Ne UN + ANG AN 4, 


Soit 
Z(B) = 2e F5 (1 + Ne %/ +2Ne 8) +...) 


_dlogZ 


. C’est un développement de basse température quand B — co. Comme E = En 


et log(1+e)=Ee, 
E = Eo + 8NJe (1 + 3e] +...), 


. Il y a quatre configurations qui assurent AE; = 4gJ, à savoir le basculement de : 


(a) deux spins non voisins; il y a N façons de retourner le premier, et N—5 
façons de retourner le deuxième, d’où g = N(N-5), 

(b) trois spins voisins alignés, avec g = 2NX2 

(c) trois spins voisins à angle droit g = 4N x2 

(d) un carré de 4 spins voisins g = N xX2 
Donc au total g(E3) = N(N +9). On pourra vérifier i) que le nombre total 
de basculements de deux spins est N(N — 1), ii) que les termes en N?,N°... 
disparaissent dans l’expression de E, comme il se doit, à cause de l’extensivité de 


l'énergie. Dans le calcul de g on a tenu compte des éventuels doubles comptages 
de la dégénérescence du fondamental. 


Solution 7.10 Si Es représente l’énergie de l’état fondamental et E; ceux des états 
excités, la fonction de partition s’écrit 


Z = g(Eo)e PP + g(Ei)e PE + g(B)e PE +, 


où les g(E;) représente les dégénérescences des états correspondants. 


1. Il y a deux cas à considérer suivant l'intensité du champ magnétique. 


(a) B < Ja, alors le fondamental est obtenu quand tous les spins sont alternés. 


É =-NIS. 
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Le premier état excité sera obtenu en retournant un des Ê spins —, avec 
comme gain en énergie 
AE; = 2(Jq-B). 


Le deuxième état sera obtenu en retournant un spin +, avec le gain 
AE) = 2(Jq+B). 
À cet ordre la fonction de partition s’écrit 
= 268801 + M (e-280a-8) 4 280048). 
2 
Soit 
Z=26PP0(1 + Ne 281 cosh 2BB). 
Utilisant l’approximation log(1+x) = x, on aura 
logZ = log 2-BE9 + Ne #1 cosh 2BB. 


En dérivant par rapport à B ou B on peut obtenir l’énergie ou la magnéti- 
sation. 


(b 


7 


B > Ja, le fondamental est obtenu quand tous les spins sont «up », et 
Ep = NJS-NB. 


Le premier état excité sera obtenu en retournant un spin (nécessairement 
+), on aura 
AE; =-2(Jq-B), 


et au premier ordre 
Z = ePP(1 + Ne #0), 


Soit 
log Z = -BEo + Ne PE-4), 


2. Le tableau suivant résume la situation. 
E £ retournements 


E= Nan 
N(N/2-1)/2 
N(N/2-q)/2 










1 spin 







2 spins voisins 






2 spins identiques distants 





2 spins différents distants 
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Il y a plusieurs remarques à faire. 

— On a négligé les effets de bord 

— Il faudrait multiplier toute les dégénérescences par 2 (à cause de la permuta- 
tion toujours possible spins up, spin down) 

— Les facteurs 1/2 des trois dernières lignes évitent le double comptage 

— On doit vérifier que g(E) +g(E,) +g(E,) = N(N-1)/2 : c’est le nombre de 
combinaisons de 2 objets parmi N. 

— Il faut également vérifier que dans le développement de log Z, les termes en 
N° disparaissent : l'énergie libre doit être une fonction additive 

— Pour q = 4, il faudrait ajouter le basculement de 3 spins voisins parce qu'il 
correspond à une excitation 2/(3q— 4) qui se trouve valoir 4g]. C’est une 
dégénérescence accidentelle. 

On a donc aux premiers ordres, si q # 4 


1 
Z=26P[1+Ne #T+N us +SNN-1 -g)e #4], 
Soit en utilisant le développement log(1+x)  x-x2/2+... 


I 1 
logZ + log 2-BE9 + Ne #0 + N$e HE +>5NN-q- 1)e #4 _ Ne 4 
D'où on tire 

ÔlogZ 





= NS +2qe 89 +2q(q—1)e AU _24(g+ De #9] 


Solution 7.11 


. [Sans interaction] 


Si J = 0, le système est en fait composé de N paires de spins {1,2} indépendants. 
À basse température, si K > B, les spins correspondants seront opposés, par 
contre si B domine, ils s’aligneront suivant le champ. 


La fonction de partition se factorise en 
Z=2N = [2% (1 +e-28K cosh28B)]". (7.7) 


Avec 
E 1 ôlogz __K  _#kKcosh28B-Bsinh28B 


2N 2 0p 2 1+e-28Kcosh28B 
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Comme Lâl 
1, 2, _ LOl08Z 
{o + 2: 3B 





et (—!)=(o?), on trouve aussi 


te e#8K sinh 26B 
_ 7 1+e-28% cosh28B' 


Il est également instructif de calculer 


Ôlogz _ 2 
OK  1+e-2#ÆKcosh28B 





(œ'o?)=- 


qui donnera la tendance des spins correspondants 1 et 2 à s’aligner. 
À basse température, il faudra donc distinguer 3 cas. 
1“ cas: B<K, 


1 
{o')=({o")= ie st: (7.8) 
(pee PE) ST (7.9) 


Le fondamental d’énergie Eÿ = -KN est 2N fois dégénéré. On peut le voir en 
développant l’Éq. 7.7 autour de T = 0. On obtient Z = 2NefKN +..., Par ailleurs 
on sait que Z = g(Eo)e PFo +... Soit g(Eo) = 2N, On pouvait s’en douter : si B 
est petit, on peut choisir arbitrairement tous les spins de la plaquette (1) et alors 
ceux de la plaquette (2) sont déterminés (o? = 0) à cause de l'interaction K. 
Les résultats 7.8 et 7.9 ne sont pas contradictoires : en moyenne il y a autant de 
spins + que -, mais les spins correspondants sur les deux plaquettes sont à chaque 


fois opposés. 


À l’ordre suivant 
1 1 
—logZ = log2+BK + —e PK) +... 
N Og 0g2+B 7° 
d'où . f | 
— = 2K+-e PUR -B)+.... 7.10 
N = 2R te ( ) (7.10) 
2°cas:B>K, 


(ri ta) == PRES, 


(oo?) = lise ER) .41], 
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Ce qui veut dire que tous les spins s’alignent sur le champ magnétique (fort), 
On a aussi L 
R08Z =BGB-K)+ 2e TA) 
- E”. d 
= -K-B+2(B-K)e PER), 
NN 0 (B-K)e (7.11) 
Le fondamental n’est pas dégénéré. 


Enfin, 3°"% cas: B=K, 


1 4 1 
My Re —4BK _. ! 
{o }=(0") 37 9° 
{l'o?)=-=+ 2 48K +. 
Avec | - 
— logZ = log3 +BK +—e “#K 
NloeZ= los B 3° 
. E Le 52 
—=--K+-Ke"%k, 
2N 2 3 


On voit alors que la dégénérescence du fondamental est 3N. C’était évident a 
priori puisque qu’on avait la même énergie pour les trois possibilités {+,—}, {+,+} 
{-, +} des spins correspondants des deux plaquettes. 

[Avec interaction.] 
Comme précédemment, B tend à aligner les spins sur sa direction, K tend à 
opposer les signes des spins des deux plaquettes, mais il y a un phénomène 
nouveau : l'interaction ferromagnétique J va tendre à aligner entre eux les spins 
d’une même plaquette. Ce n’est plus un système de paires de spins indépendants. 
Le fondamental n’est plus dégénéré. 

Il y a encore deux situations pour le fondamental : 
1“ cas: B<K 
Alors Eç = —(Jq+ K)N. 


2*cas:B>K 

Alors Eo = —(Jq-K +2B)N 

Au delà, le problème devient nettement plus complexe. On peut en faire une 
étude par un développement en basse température. Le premier ordre est simple, 
ensuite le calcul des dégénérescences devient compliqué. Plus généralement, on 
montre, comme dans le modèle d’Ising antiferromagnétique qu’il existe une 
ligne de points critiques. 
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Solution 7.12 
1. Évaluons 


D Gi-m)(o;-m) = > (oi-m) D (om) , 

<ij> i 30) 
où j(i) représente tous les sites j plus proches voisins de i. Soit 9 (coordinence) 
le nombre de plus proches voisins d’un site (4 sur réseau carré simple, 6 sur 
un réseau cubique simple). Si la coordinence était infinie, la somme sur j(5) 
serait étendue à tout l’espace et serait nulle par définition de la moyenne. 
Notre approximation est de la considérer nulle même pour g fini ?. À la limite 
thermodynamique, elle sera donc d’autant meilleure que la coordinence sera 


grande. 
2. Les deux autres termes (à un site) peuvent se calculer exactement, si on néglige 
les effets de bord : 
1 
D: m(o;+o;) = 2m) Doi L moy 1. 
<i> î jo) 1 j0) 


La division par 2 évite le double comptage dans X.;;,.. Comme X() 1 =, 


>, m(o;+o;)= mg) oi. 


<ij> 
Enfin ; 
De. 72 = 2 
D =m 21=34Nm. 
<i> <ij> 


En résumé, l’approximation de champ moyen permet d’écrire l’hamiltonien 
comme somme de N hamiltoniens indépendants 


h;=-(Jgm+B)o:; +J3am. 


3. La fonction de partition canonique se calcule comme dans l’Ex. 7.2. Il suffit d’y 
remplacer B par B+ Jqm et d’ajouter le terme constant. On obtient 


2e >. PUam+B)oi BI = 7, (7.12) 


dj=+l 


? On dit souvent que l’approximation du champ moyen « néglige » les fluctuations; c’est peu précis. Il les 
néglige à cet endroit du calcul, pour aboutir à un modèle à spins indépendants dans un champ moyen 
cohérent, mais on verra que (o?)-(o}? 4 0. 
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Soit ; 
z= 2 coshB(Jqm + B)é 82" : (7.13) 


Et 
2-0 
Il y a deux façons de calculer m : 
(a) On minimise l’énergie libre par rapport à m, ce qui revient à résoudre 


ôlnz 
ôm = 





(b) On prend la dérivée logarithmique de (7.12). Il vient 


ôlnz 
5e = B{o'). 


Ces deux méthodes conduisent à l’équation auto-cohérente 4 
m = tanhB(B + ]mq). (7.14) 


4. On peut voir graphiquement que si B # 0, il y a une solution seulement à cette 
équation qui assure le minimum de l'énergie libre, mais si B = 0, la Fig. 7.3 
montre qu’il y a deux cas. 

— BJa > 1, il y a 2 solutions (symétriques) en plus de m = 0 (courbe en traits 

plein) 

— BJq < 1, la seule solution est m = 0 (courbe en tireté). 

Il est instructif de voir où sont les minima de f(m) pour diverses températures. 
On voit (Fig. 7.4) que pour k,T < kÿTe = Jq les solutions m # 0 sont les 
minima de f(m) (tandis que m = 0 correspond à un maximum relatif). Donc, à 
l'équilibre, la théorie du champ moyen prévoit une magnétisation spontanée 
(détruite dès que T > T.). On vérifie que les abscisses des minimums de f 
(Fig. 7.4) coïncident avec ceux des points d’intersection de la bissectrice avec la 
fonction tanh de la Fig. 7.3. 

Cette « brisure de symétrie » est étonnante, puisque si B = 0, aucune direction 
n’est privilégiée dans l’hamiltonien. Elle est bien vérifiée expérimentalement : 
certaines substances présentent une aimantation permanente (en l'absence de 


4 En anglais, self consistent. 
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tanhB(Jmq) 
[=] 





FiGure 7.3. Résolution graphique de l'équation (7.14), avec J = 1,qg=6 et 
B=0. 





energie libre 








FIGURE 7.4. Énergie libre comme fonction de m aux trois mêmes valeurs de 
la température que la figure 7.3. 
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FIGURE 7.5. Solutions de l’équation (7.14) pour T < T.. J = 1, q = 6 avec 
successivement B = 0 (trait épais), 0.1, 0.01 et 0,001. La ligne pointillée est la 
solution instable, 


champ magnétique) en-dessous de la température de Curie. Elle est également 
vérifiée en simulation numérique : pour T < T,, un tout petit champ B > 0 
conduit à un m > 0 et inversement pour B < 0. Nous donnons ci-après un 
programme en Fortran permettant de calculer la magnétisation m. 


real*8 J,q,m,m®,T,B,dT,îImin,Tmax 
integer i 
B=1.d-6 
q=4.d0 
J=1.d0 
m=1.d0 
dT=1.d-3 
Tmin=dT 
Tmax=J*q-dT 
do T-Tmin,Tmax,dT 
i=0 
1 continue 
i=i+1 
if (i.gt.100000) stop ’diverge’ 
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mÔ=m 
m=tanh((J*q“*m+B)/T) 
if (dabs(m-m®).gt.1.d-7) then 
goto 1 
else 
write(12,*) T,m 
endif 
enddo 
end 


La Fig. 7.5 présente les deux solutions (symétriques), m(T), de l’Éq. 7.14 pour 
B = 0 (numériquement B = 10 $) et T < T.. 
Solution 7.13 


gx 


<g(x> 
g() 





FiGuRE 7.6. Illustration graphique de linégalité (g(x)) > g({x}). 


1. L'inégalité est illustrée sur la Fig.7.6. L’inégalité demandée en découle : il suffit 
de considérer la fonction g(x) = du), 


2. Ona 
2. Dee 0. Dé (er) ere = (8H) 
Z Xioi € PH Dre ” 
La notation (X)}0 signifie qu’on a pris la valeur moyenne de la variable aléatoire 


BH 

€ k | 

7 De l'inégalité obtenue à la question 
0 





X munie de la densité de probabilité 


1 on déduit 
ZE 
Zo 
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Prenons les logarithmes et multiplions par k,T, il vient 
F<Fo+(Hiho. 


3. Avec le choix proposé de Hh, le calcul de Zo est immédiat (Cf l’Ex. 2) : 
= > dABioi 2 2N(coshB2)". 
o=+l 
D'où 
Fo = -Nk,T log(2coshB2). 


Et comme H; = H-Ho, en prenant la moyenne * 


(Ho = Ÿ'{oirj)o + (4-B) D (oo. 
(:j) i 
Le point important est qu’ici (avec l’hamiltonien HG) les variables or; sont 
indépendantes, et donc 


(odj)o = (di)o{o)o = (œr$. 
Maintenant (0';)o = tanhB2. En effet, calculons par exemple 


Doi O1 ePà > Oi 


{o} 


A : nie N 9: 
on explicite ensuite la somme sur o1 = +1 et on simplifie par e221 Ci, En 
reportant on obtient 


1 
(Hi)o = -;JNatanh” BA+ (2-B)N tanhB2. 
Finalement, on pose 


F(2) = Fo+(Hi )o = Mk Tlog2c0shBA+->Jg tanh?84-(4-B)tanhB]. (7.15) 


5 On pourrait écrire 
1 
ie = 0’; à JeBLioi 
Ge 7 DID Dioioi+(-B) }oile ri, 
lot (ÿ) i 
mais c’est inutile d’expliciter ici. 
$ Bien sûr pour i # j; n'oublions pas que (0?) = 1 # (or;}°. 
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Écrivons que F(4) est minimum : F/(4) = 0 implique, après calcul 
À-B = g]tanh 82. (7.16) 
Calculons maintenant m = (oo avec le « bon choix » de 1 (Éq. 7.16) : 
À = gJ(o)o + B. 
En multipliant les deux membres par B et en prenant la tanh, on trouve 


m = tanh(BJqm + B). 


Solution 7.14 


1. On suppose d’abord que tous les spins s'; sont fixés, sauf pour une valeur de à 
qu’on peut toujours prendre égale à 1. On va calculer dans ce cas à. On aura 


dei cie PH) 


Docu PH ? Len 


di 


avec 
H(o;)=-Jo: DT —Bo;+K. 
30) 
Dans l’équation précédente K est une constante puisque tous les o;, sauf o; 
sont fixés ? et j(1) représente tous les indices plus proches voisins de 1. Après 
simplification par eÆX, l’Ég. 7.17 s'écrit 


_ BU Zi Su) +B] _ BU Eju) Tiny +B] 
PE eU Dj jo) tB] + BU Zja ju) +B] 18 D Dion +8 1 
J 


2. Si on laisse maintenant tous les spins libres d’évoluer avec leur poids de Boltz- 
mann on aura alors comme moyenne sur toutes les configurations 


€ tant 38) (7.18) 
j0) 


7 C’est sans intérêt pour la suite, mais on peut expliciter K : 


K=-] D. o10j-B D oi. 


(#1) i#l 
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La formule 7.18 est exacte, mais ne permet pas de calculs. Si on néglige les effets 
de surface, on peut remplacer l'indice 1 par n’importe quel j. Si on convient 
enfin de remplacer {f(x)} par f({x)), on tire 


(œ) = tanhB((o)q] +B), 


où g est la coordinence du réseau (nombre de plus proches voisins d’un site), 
C’est l'équation demandée. 


Remarque : Revenons sur l’approximation (f(x)) + f({x)). Soit f(x) une fonction 
régulière de la variable aléatoire x de moyenne (x) et de variance o? (rien à voir avec le 
spin !). On peut écrire 


TOPIC ECO COCO NOÉ 


En prenant la moyenne des deux membres de cette équation, il reste 


{f(x} = f((x)) + of") a 


L’approximation utilisée sera d’autant meilleure que les fluctuations de la magné- 
tisation seront faibles. C’est une propriété générale de l’approximation du champ 
moyen. 


Solution 7.15 
1. Il suffit d'écrire l'identité 


1 
_ + V2ay = “SNra V2} +a?, 


puis de faire le changement de variable x = y-a V2 dans l’Éq. 13.1 de l’Appendice 
pour obtenir le résultat demandé. 


2. Par définition » L 8y( 2) 
ve e?8] NOioi)-1 ; 
{o} 


z=c MS éè, 


{o} 


= pl OMS 


qui peut encore s’écrire 


avec 
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À l’aide de l'identité de la question 1-, 
LS fs Lyè+ Vrac. 
{o} 
Remplaçons a par sa valeur et permutons sommation et intégration. 


RJov(pefe) 


{o:} 


La somme de la grande parenthèse est facile à calculer et vaut 2V cosh" y V£. 


Posant y = x VN, on est finalement ramené à 


= e 8 VE faces cosh YBJx)". 


À la limite N — co, on peut appliquer la méthode du col. Avec les notations de 
l’appendice mathématique 


5 
x 
f(x) = NC —log(2cosh VBJx)). 
Le minimum de cette fonction est atteint pour 


X0 = 4/8] tanh VBJxo. 


On voit alors que le terme dominant de F s'écrit 


F= En log(2 cosh VBJx0) + Ne 
B 2B 

On retrouve, pour B = 0, les Égs. 7.13 et 7.14 obtenues à l’approximation du 
champ moyen en posant x9 = m VB]. Pour l'identification formelle il aurait 
fallu considérer ici non pas l’interaction J, mais Jg. On comprend pourquoi : 
dans l’approximation standard du champ moyen , chaque spin connaît une 
interaction J avec ses q voisins, ici chaque spin connaît une interaction J/N avec 
tous les N —1 autres. 


Solution 7.16 Cet exercice utilise les résultats de l’Ex. 7.12, qu’il est recommandé de 
voir avant. 
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1. Il faut calculer e = E/N, puis sa dérivée par rapport à T. De l’Éq. 7.13 on tire 











log z, puis e = TE. Ona 
ôlogz qg, >, Ôlogz Ôm 
= h ae at 
26 Jamtanh(BJqm) : Jm° + Om 06 


L'énergie libre (f = -k,Tlogz) étant stationnaire par rapport à m, le second 
terme de la somme est nul. De plus l’Éq. 7.14 permet d’éliminer la tanb, il reste 


alors 
e=-SJm. 
Donc , 
= _4ç9m 
GE TE (7.19) 


2. Au voisinage de T = T., m est petit, on peut donc porter le développement 
tanhx = x- L dans l’Éq. 7.14, ce qui donne au premier ordre en T-T, 
no ,8Ja- 1 Le T 


a rai) 





puisque BJq = T./T. 
3. En portant dans l’Éq. 7.19, on voit que pour T =T,, 


.(n)(5\ 3 
SUCRES 


Bien sûr si T > T,, c = 0. La Fig. 7.5 montre que dm est une fonction décroissante 


de T. L’Éq. 7.19 montre que c croît de 0 à 3k,/2 pour T = Tr et s’annule de façon 
discontinue à partir de T*. 


Remarque : Dans un calcul exact (cf. Onsager), au voisinage de T,, on aurait m - 
(TT) avec B = 1/8 au lieu de 1/2 trouvé en champ moyen et la chaleur spécifique 
divergerait logarithmiquement au lieu de connaître seulement une discontinuité. On 
peut montrer que ces propriétés 8 sont très générales; elles ne dépendent pas de 


8 Ilne faut pas confondre ici B avec l'inverse de la température. C’est la notation standard de cet exposant 
appelé exposant critique. Il y en a d’autres, par exemple y, lié à la divergence de la susceptibilité magnétique 
(ou de la compressibilité pour un fluide). Ils ont le même caractère universel. 
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FIGURE 7.7. Chaleur spécifique à lapproximation du champ moyen dans le 
modèle d’Ising. 


l'interaction (pourvu qu’elle soit à courte portée), elles s'appliquent donc aussi bien 
aux fluides. Dans le calcul exact, elles ne dépendent que de la dimension de l’espace 
(dimension qui n'intervient pas à l’approximation du champ moyen). 


Solution 7.17 Si m1 est la magnétisation moyenne des spins « pairs » et m2 celle des 
spins « impairs », on a, en s'inspirant des calculs de l’Ex. 7.12, 


1 
. logZ = log2 + BIS mms + . [log coshB(Jqm2 - B) + logcoshB(Jqm: -B)]. 


En écrivant que l'énergie libre est stationnaire en m1 et m: 


m= —tanhB(Jqm: —-B) 
m= tanhB(-Jqm2+B) (7.20) 


Ce qui permet d’écrire 


E 1 
N = Jim _ 3 BG +mMm). 
Développement de basse température 
— SiB < Jq, de 
m = 1-26 2P0atB) 


m2 = —1 + 26728038) 


on tire le développement (au premier ordre) de basse température : 


M -Mm 
Mstag = L 2 L = 1-26 289 cosh 2BB = 1—e PB) 
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Mi + 


m e 89 sinh28B = e ?PGI-B), 


On remarquera que ce résultat est aussi celui du calcul exact de l’Ex. 7.10. 


— SiB>/Jq ontire 
m=1- 26 8-4) 


mais 
Mstag — 0. 


Des équations du champ moyen on tire : 


__B mtanh m-m2tanhl m 
aq] tanh”! #1 -tanh"! m 


Ee T Ne m1 —- M 
gd] tanh!m-tanh mm 


À la limite où msrg tend vers 0, on trouve 


m = VIl-t 


b= Vi-f+ttanh! Vi-r. (7.21) 


Le programme suivant, écrit en Fortran, calcule x = -m2 et y = m1 à l’approxima- 
tion du champ moyen. On part de valeurs initiales xo et yo, puis on itère le système 


xnvi = tanh8(Jqyn + B) 


Yn+1 = tanhB(Jqx» = B), 


pour trouver son point fixe. Il est solution du système 7.20. Numériquement, la stabilité 
de l'algorithme est assurée en itérant le système équivalent : 


Xn+1 = tanh 8(Jqyx + B) 
Yn+1 = tanhB(Jqxh+1 —B). 
Voilà pourquoi, dans le programme cette itération est écrite 


x=tanh(beta*(J*q*y+B)) 
y=tanh(beta*(J*q*x-B)) 
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FIGURE 7.8. Lieu des points {b,t} où msg = 0. Mean field est la traduction 
anglaise de champ moyen et Monte Carlo le résultat d’un calcul qui utilise 
une méthode statistique permettant d'approcher très précisément le résultat 


exact. 


Calcul de ml et m2 en champ moyen 
implicit none 


real x,xp,y,yp,beta,q,J,T,dT,Tmax,Tmin,B,e,f 


integer i,itm 
write(*,*) ’x0,y0,B' 
read(*,*) x,y,B 
J=1. 
q=6. 
dT=0.01 
Tmax=7. 
Tmin=06.05 
itm=10000 
format(1H#,5H Jq=,f7.3,4H B=,f7.3) 
write(10,15) J*q,B 
write(10,’(1H#,A)') ” T m/N 
&  i’ 
do T=-Tmin,Tmax,aT 
beta=1./T 
do i=1,itm 


mstag/N  E/N 
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F/N 
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XP=X 
Yp=Yy 
x=tanh(beta*(J*q*y+B)) 
y=tanh(beta*(J*q*x-B)) 
if (abs(x-xp).1t.le-8.and.abs(y-yp).lt.le-8) goto 10 
enddo 
stop ’non convergence apres itm iterations’ 
109 continue 
e=-J)*q/2.*x*y-B*(x-y)/2 
f=-T*log(2.)+J*q/2.*x*y-T/2.*(log(cosh((J*q*y+B)/T))+ 
&log(cosh((J1*q*x-B)/T))) 
write(10,’(5C£7.3,2x),16)') T,O.5*(x-y),0.5*(x+y),e,f,i 
enddo 
end 


Solution 7.18 On peut soit remplacer o; o? par o m2 + om —mm en négligeant 
Zi-1.N (0; -m)(o? m2), soit le laisser tel quel, variante plus compliquée que nous 
ne développerons pas. 

On a (Cfl’Ex. 7.12) 


1 
N°87 = BUS (ME + m2)-Kmima] + 21082 
+ logcoshB(Jqm1-Km2 + B) + logcoshB(Jqm2 Km: + B). 


On minimise l’énergie libre par rapport à m1 et m, et l’on obtient le système d’équa- 
tions couplées : 





M) = tanh B(Jqm2 - Km: + B) (7.22) 
m= tanhB(Jqm: -Km2 +B) Û 
Pour l'énergie, on a : 
E + 
629 me + m2) + KTT2 2) 
2N 4 2 2 
À la limite m1 = m+6, € — 0 on trouve avec {= nue 
m= Vl-t (7.23) 


: 1 — _B 
etsib= ri 


ke 
b=ttanh! Vi-++ g Vi-t. 
K+q] 
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On remarquera la similitude avec l’Éq. 7.21. Cette équation donne le lieu des points où 
la magnétisation alternée s’annule en fonction de la température. On peut montrer 
que c’est une ligne de transitions de phase. 

Nous donnons un programme en Fortran pour résoudre ce système d’équations. 
Pour la stabilité de l'algorithme, on procède comme à l’Ex. 7.17. 


implicit none 
real x,xp,y,yp,beta,q,J,T,dT,Tmax,Tmin,B,K,e,f1,f2,f 
integer i,itm 
write(*,*) ’x0,y0,B,K' 
read(*,*) x,y,B,K 
J=1. 
q=4. 
dT=6.01 
Tmax=7. 
Tmin=06.605 
itm=10000 
15 format(1H#,5H Jq=,f7.3,4H B=,f7.3,4H K=,f7.3) 
write(10,15) J*q,B,K 
write(10,’(C1H#,A)') ? T G@il+m2)/N (ml-m2)/N E/N ji’ 
do T-Tmin, Tmax, dT 
beta=1./T 
do i-=1,itm 
XP=X 
YP=Y 
x=tanh(beta*(J*q"*x-K*y+B)) 
y=tanh(beta*(J*q*y-K*x+B)) 
if (abs(x-xp).1t.1e-8.and.abs(y-yp).1t.le-8) goto 10 
enddo 
stop ‘non convergence apres itm iterations’ 
19 continue 
e=-J*q/2.*(x**2+y**2)+K*x%y-B*(x+y) 
f1=-T*log(2.)+]*q/2*x**2-K*x*y/2-T*log(cosh((J*q*x-K*y+B)/T)) 
f2=-T*log(2.)+)*q/2*y**2-K*x*y/2-T“log(cosh((J*q*y-K*x+B)/T)) 
f=f1+f2 
write(10,’(C5C£7.3,2x),16) 7) T,0.5*(x+y),0.5*(x-y),e/2,f/2,i 
enddo 
end 
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FIGURE 7.9. Mag pour un double réseau carré N = 2002. IciB=0,6,K=1et 
Jq = 4. 


On peut comparer sur la Fig. 7.9 la magnétisation alternée obtenue par simulation 
numérique (MC) ? avec le début du développement à basse température et enfin avec le 
calcul en champ moyen. On constate clairement l’existence d’une température critique 
OÙ Mstag S'annule. En champ moyen, elle est solution du système d’équation 


m= tanhB{(Jq-K)+B] 
fee 1-7 


(On a combiné les Égs. 7.22 et 7.23, où m1 = m2 = m.) 


Solution 7.19 Portons l’Éq.(7.7) dans (7.6), on obtient pour un sytème infini ou 
périodique (g constant) : 


1 
H(o) ="), TiT 


<ij> 


il 1 
11) O'i— gNae. (7.24) 


La fonction de partition canonique pour À particules s'écrit 


Z(A) = > EPHDE(S oi-2A+N), 


o=+l 


? Ona utilisé une méthode dite de Monte Carlo, on voit dans ce calcul que les fluctuations de msrag SOnt 
très grandes au voisinage de la température critique. 
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FIGURE 7.10. Æ dans les mêmes conditions qu’à la Fig. 7.9. 


où 6 est la distribution de Dirac qui assure la conservation du nombre de particules. 
En effet, on doit restreindre la somme sur les spins avec la contrainte À = Xn; = 
LN + Y a) est fixé. Cette contrainte rend le calcul difficile. Il est alors naturel de 
s’en affranchir en considérant l’ensemble grand canonique où la fonction de partition 
s'écrit 


Zg= > dHAZ(A). 
A=0 


À cause de la distribution de Dirac, la somme sur À de l'équation précédente peut 
s'effectuer : il ne reste que le terme avec À = L(N + o:;), soit 


2 : BA G)EN+E a). (7.25) 


og=+1 


Si on se souvient que la fonction de partition canonique du modèle de Ising avec 
champ magnétique est 
Z;= D e BH Epoio-BLioil 
o=+l 
l'identification à l’Éq. 7.25 est immédiate (à un facteur multiplicatif constant près 
SBYW+I%), Il suffit de poser 


€ qe 
ne Ua 
lFane 4 


Le volume V du gaz sur réseau est 9N où vo = b° est le volume de la maille 
élémentaire du réseau (cubique). La densité locale est (n:;). 
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Solution 7.20 On pourrait repartir de ce que nous avons montré avec le modèle 
d'Ising, mais il est aussi rapide de calquer ce que nous avons fait. On remplace nn; 
dans l’hamiltonien par (n;-n)(n;-n) nn +n(ni+ ñ;), on choisit n = (n;), on néglige le 
premier produit et enfin on écrit 
D. 
î 


avec : 
hi=-eqnn;+ EL 


La fonction de partition grand canonique réduite au « volume » de un site s’écrit donc 


Le D dm 2 eh (14 dar), 


ni=0,1 


Soit, pour le grand potentiel, 
1 
Wg = 34e -koTin (1 Re) (7.26) 


On tire la relation d’autocohérence du fait que 


00% ebteqan+u) 


RE) An 


Ce qui donne 


1 + ent = (7.27) 
1-n 
On voit comment le potentiel chimique détermine la densité moyenne !°, D'où l’équa- 
tion d’état 
—Wg == gent kTIn(1=n) = DVo- (7.28) 


Et aussi, bien sûr, Q, = Nu. 

À faible densité et pour e = 0 on retrouve l’équation des gaz parfaits. 

On peut voir facilement qu'avec u = À et T <T;, l'équation 7.26 reste invariante 
dans le changement n — 1-n (il faut utiliser l'équation d’autocohérence 7.27). Ce qui 
signifie que sur une isotherme à T < T, la pression de vapeur est égale à celle du gaz. 
C’est le plateau de coexistence liquide-vapeur. On l’obtient, comme avec l'équation de 
Van der Waals, par une construction de Maxwell. 


19 Sauf si u = -Ÿ (qui correspond à B = 0 dans le modèle d’Ising), auquel cas il y a deux solutions n, et ri. 
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Solution 7.21 
1. On a manifestement Z, = 3,4,7,11 pour n = 2,3,4,5. 
2. (a) L'énergie d’une paire de sites voisins vaut +3 si o; = o';41 = Let -1 dans les 
trois autres cas. Ce qui fait que Eo = -n pour l'énergie du fondamental. 


(b) Le développement de basse température de la fonction de partition s’écrit 
Qu(B) = go Pl + (End PE +, 


où g(E) représente la fonction de partition microcanonique à l'énergie E; 
les E; vont croissant. Ici on a vu que Eo = -n. L'état de plus basse énergie 
exclut la succession de spin +1 voisin, sa dégénérescence coïncide donc 
avec Z,. On en conclut bien que 


Zh= lim ePrQ, (8). 
B— co 


(c) À l’ordre le plus haut en B 


1 5e28 
A=-d+ HER 
2 4 


Et donc, à ce même ordre : 


1+V5, 1-5, 
as à Es 0 } 


Ai +2= ef 


D'où le résultat 
1+ VS, = V5» 
2 2 
On retrouve (avec plaisir) les résultats de la question 1. Les Z, sont des 


entiers, car les puissances impaires de V5 s’'annulent. 


Zn = ( 


3. (a) Il est immédiat que 


CÉR 


n-2 











2 2 2 


En effet 


pesf (pes fes 


n-2 

















2 2 2 2 2 
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2 


Donc Z, est une solution de l'équation 
Zn = Zn + Zn2 


qui définit les nombres de Fibonacci. On cherche classiquement les solu- 
tions de cette équation sous la forme Z, = x". On trouve que x doit être 


2 


une des racines (x.) de l’équation 


Au réseau de n—1 sites on peut toujours ajouter un nième site de spin —1. 
On ne peut pas conclure que Z,(-1) = Z;-1 parce que dans la configuration 
à n sites, le nième site peut être entouré de deux sites de spin 1 qui ne 
pouvaient pas faire partie de la configuration à n—1 sites précédente. Il y a 
Zn-2(1) microétats de ce type. Pour le voir, il suffit de superposer les deux 
états de spin 1. Soit 

Zn(-1) = Zn-1 + Zn-2(1). 


De la même façon on montre que 
Zn(1) = Zn-2(-1). 


En effet on ne peut rajouter un site de spin 1 qu'entre deux spins -1 du 
système à n— 1 sites. Par superposition encore, on montre que le nombre 
de microétats correspondant est Z,_2(-1). Il suffit alors d’additionner les 
deux équations précédentes. 


CHAPITRE 8 


Mouvement brownien et ADN 


Solution 8.1 On peut toujours prendre xo = 0 et alors 
Xn = @+TE + +eE, 


où les €; sont n variables aléatoires indépendantes prenant les valeurs (+1) avec la 
probabilité 1/2. Une somme de variables aléatoires de moyenne nulle est encore une 
variable aléatoire de moyenne nulle, donc {x,) = 0. 

Calculons le carré de la distance à l’origine : 


B=T'd+ Va, 
i 4j 
2 


Comme € = let (66) = (é)(6) = 0 (tirages indépendants), il vient (x) = n. Et donc 
la distance à l’origine croît comme #1. 


Remarque : La distance moyenne à l’origine est en fait ({ /x2), alors que nous avons 
considéré /(x2), plus simple à calculer. Dans le cas d’une distribution gaussienne, le 
rapport des deux est 2/7. 


La généralisation à plusieurs dimensions est évidente : on écrit vectoriellement 
OM =4+:+6, 


on élève au carré scalaire et comme [el = 1 et que toutes les orientations de € sont 
équiprobables !, on a encore une valeur moyenne des produits scalaires nulle ((6.6;) = 
{cos 8)) et donc ((OMhf?) = n. 


Ceci est vrai aussi bien sur un réseau carré (4 orientations) ou cubique (6 orientations) que dans le cas 
continu. 


256 CHAPITRE 8. MOUVEMENT BROWNIEN ET ADN 


Remarque : Contrairement au mouvement balistique (mouvement d’un projectile) où 
l’on voit la distance croître proportionnellement au temps, le mouvement brownien 
est caractérisé par une distance qui croît comme la racine carrée du temps, et donc 
une vitesse qui tend vers 0. Asymptotiquement, l’ivrogne s’éloignera indéfiniment de 
l’origine, de plus en plus lentement. Il le fera avec une probabilité égale dans toutes les 
directions. 


Solution 8.2 
1. Calculons valeur moyenne et écart quadratique moyen de €,. On a 
1 1 is | 1 
== Xl+=X(1)=0, =-x1l/+-x( 1) =1 
=; XI45x()=0, ex + x (I) 


donc &£ = 1. La loi des grands nombres indique que 


X1=né 0 etque o%,= not, =n. 


Le théorème de la limite centrale donne de plus la loi de probabilité de x, 
devenue variable continue x 


PLÔdÉE En 





27n 
2. Le calcul se fait de façon analogue. et on obtient 


l 1 _enp-pY? 


P(x) = —— e nm (8.1) 





Le centroïde de la gaussienne est donné par (x) = n(p-q) # 0 ; il se déplace avec 


n. 
Solution 8.3 
1. Sih# 1, l’Éq. 8.1 se réécrit 
(x-n(p-q)h)2 
P(x) = 1 1 : 8npqh? 


———— € 
V2x Anpqh? 
t 


Pour le passage à la limite continue, on remplace n par À. L'argument de 
l’exponentielle s'écrit alors : 


(x-ct)? 
2RÉ (1-5) 


ce qui implique que le centroïde se déplace à la vitesse c. 
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2. Pour que le dénominateur ait un sens quand h et T tendent vers zéro, il faut que 
D = he reste fini. Donc r - h? et pour que c reste fini, il faut que (p-q) - h. 


Notons que Le est alors en h? et peut être négligé devant 1. On trouve alors la 
densité de probabilité 


1 _ teen? 


1 
D — e 42, (8.2) 
Y2r V2Dt 


On vérifie que lim;_,0 f(x) = 6(x), comme il se doit : à l’instant initial le mobile 
est certainement à l’origine. 





f(x) 


Solution 8.4 Écrivons que l'événement « la particule se trouve en x à l'instant f+7T» 
résulte des deux événements disjoints : «elle se trouvait en x—h ou en x+h à l’instant 
t ». On a, avec des notations évidentes 


P(x,t+r)=pP(x-h,t)+qP(x+ht). 
Soit, en retranchant P(x,t) aux deux membres 
P(xt+T)-P(xt) = p(P(x-h,t)-P(x,t))+q(P(x+h,t)-P(xt)). 
Si on se limite à l’ordre le plus bas en 7 et h dans le développement limité, il reste 


2 _, (2, h? 6?P PCR h? 6?P 
ot x 2 ôx2 0x 2 6x] 
Donc 
OP _hôP ” h? 6?P 
Tex Pro 
Et avec les notations précédentes 
dP__6P. D9P 
— =-c— +D—. 
ôt x 0x? 
On peut vérifier que l’équation (8.2) est une solution de cette équation différentielle. 
On peut aussi le démontrer directement de la façon suivante. On introduit la 
fonction caractéristique 


(8.3) 


p(u,t)= 1e el P(x,t)dx. 


L’équation différentielle (8.3) devient (voir le théorème sur la dérivée de la transformée 
de Fourier). 


0. _py? 
Gt =icu@(u,t)-Du“g{(u;t), 
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qui s'intègre en f immédiatement : 
@(u,t) = icu—Du 
( st) @(u,0) etc Du L 


Donc, en prenant la transformée de Fourier inverse du produit ordinaire des transfor- 
mées de Fourier, on obtient le produit de convolution 


P(x,t) = P(x, 0) * : dé CRD EE 


L'intégration sur u est immédiate et on retrouve l’équation (8.2) si P(x,0) = ô(x), 
c’est-à-dire si la particule est à l’origine à l'instant f = 0. 


Solution 8.5 
I. Généralités et ordres de grandeur 


1. Lorsque la force Ê est nulle, l'énergie est indépendante de l'orientation du 
bâtonnet, la densité de probabilité est donc la densité uniforme sur la sphère : 


sin Ü _ sing 


fsino dôd | 47° ni 


Po(8,$) = 


I-b) La force typique nécessaire pour orienter le bâtonnet est donnée par 
Fb/KT - 1. Pour le fragment d'ADN on trouve F - 10-ŸN, et pour l’épingle 
on obtient F + 10"%N. Dans ce deuxième cas les fluctuations thermiques sont 
très faibles et, en conséquence, la force nécessaire pour les vaincre est très petite 
également. 


I-c) La probabilité est donnée par la mesure de Boltzmann. La densité de 


probabilité pour trouver le point M en un point donné 7 de la sphère est donc 
proportionnelle à PER Exprimée en coordonnées sphériques, cette densité vaut : 


1 
Pr(8,9)= > singefFbcos0, (8.5) 
La constante de normalisation Z vaut : 


TT 27 AT 
Z= in sin 640 [ dé eFbc0S8 2 Sinh(BFb) (8.6) 
0 0 BFb 
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FIGURE 8.1. Allure de la courbe < z > en fonction de b pour deux tempéra- 
tures T; < T; : la courbe à température T; est en traits pleins. 


La fonction de partition canonique est le produit de ce nombre Z par une 
intégrale portant sur les impulsions, donc sur le moment cinétique du bâtonnet. 
Cette intégrale est indépendante de la force extérieure. 


I-d) On a 


< cos0 >= [asie PF(8,#) cos 0 = Bb ee = coth(u) — - j (8.7) 
où u = BFb. l'altitude moyenne < z >= b < cos@ > vaut donc < z >= b(coth{u) — 
1/u). La figure 8.1 donne l’allure de la courbe < z > en fonction de b pour 
deux températures T1 < T2. On remarque que sa pente à l’origine varie comme 
l'inverse de la température : à plus basse température, une force plus faible suffit 
à orienter le bâtonnet. 


II. Mesures de forces : mouvement brownien 


1. La force totale À, = (-F,(d)sin@cos ®,-F,(d)sin@sin®,F-F,(d)cos0) dévelop- 
pée au premier ordre, vaut : 


Bu= (50%, 0-5 ») (8.8) 


260 CHAPITRE 8. MOUVEMENT BROWNIEN ET ADN 


2. Cette force dérive du potentiel U = Lkyh? + 3k LG? +72), où : 


_E() _F 
= (8.9) 





dF, 
ki = x : 


II-c) À l'équilibre à la température T, la densité de probabilité de présence est 
donnée par la mesure de Boltzmann : 


P(x,ÿ,h) = Ge FM # GP, (8.10) 


3. D’après l'expression (8.10), les fluctuations de x? décroissent lorsque k, aug- 
mente, et celles de h? décroissent lorsque kj augmente. Au vu de la figure, on 
trouve donc que k, et ky augmentent avec la force, ainsi qu'avec l’élongation 
d'équilibre £. Donc F,(£)/€ et dF,/d£ croissent avec £ : la caractéristique F,(£) 
est une fonction convexe. On voit aussi que F,(£) devient très grande pour 


€- 15um. 
4. Les fluctuations de x sont reliées à la force F par 
KT _ kT£ 
2 
<Xx° >= — 8.11 
Er D (8.11) 


Les cinq forces de l’expérience sont donc, en pN : F = .035,.13, .44,2.4,8.0. 


III. Un modèle simple d’élasticité de l'ADN 


1. L'énergie étant la somme des énergies de chacun des maillons, les vecteurs # 
sont des variables aléatoires indépendantes. La densité de probabilité des angles 
6;, di, est donc : 


Pr({6;, di}) El [sing;e#fres] , (8.12) 


2. La mesure de Boltzmann étant symétrique par rotation autour de l’axe z, 
on a : (cos) = (singi) = 0, donc : (rr) = (r) = 0. En ce qui concerne la 
composante z, le calcul de sa valeur moyenne a déjà été fait dans la partie I: 
{r?) = b(cos@;) = b(cothu-1/u), où u = BFb. 


3. L'élongation totale moyenne vaut 


N 
d= > )=NI bcoth (gr — 5Fb DE Lo (otre) (8.13) 


i=1l 
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Son allure qualitative est donnée dans la figure 8.4 de l'énoncé. En utilisant les 
comportements asymptotiques de la fonction coth, on trouve les comportements 
asymptotiques suivants : la longueur obtenue dans la limite de grandes forces est 
d = Lo, avec une correction en £ = 1- kr, et son comportement à petite force 


est : 
d _1Fb 


1 37 (8.14) 

4. L'examen des données expérimentales, en particulier des données à petite force 
de la figure insérée, montre une pente à l’origine F/d — .12 10712/35 10 N/m. 
En comparant avec la formule (8.14) prédite par notre modèle, on déduit que 
nous devons adopter, dans ce modèle, une longueur de maillon b + 1100 À, 
la contrainte Lo = Nb = 32.7um fixant alors le nombre de maillons. Au vu des 
courbes en traits pleins tracées sur la Fig. 8.5 de l'énoncé, on voit qu’en effet la 
courbe avec d = 1000 À rend assez bien compte des données expérimentales 
à petite force. En revanche les données s’écartent notablement de cette courbe 
lorsque la force augmente : notre modèle à maillons indépendants est trop 
simple pour fournir une explication quantitative de ces données. 


5. À partir de la fonction de partition d’un maillon, Z, calculée en 8.6, on déduit 
que 

1 dZ _ cothu 2 

DE du 

où l’on utilise toujours la notation w = BFb. Utilisant l'indépendance des 

maillons différents, les fluctuations sont donc: 


(cos? 8;) = (8.15) 


ér)-(rr)= 6b° ((cos? @;)—(cos 6) )y = 6° fi — coth?u+ =) . (8.16) 


On en déduit donc les fluctuations de longueur de la chaîne : 


2 
D 4 D p = Nb (1-coth?u+ =] : (8.17) 


i 


Les résultats de la partie II nous disent que ces fluctuations devraient être égales à 
(h?)=1/(Bky) = 1/(B6F,/0d). En utilisant notre résultat pour la caractéristique 
(Éq. 8.13), on vérifie que 

ôd 


1 
_ 2 2 
FT Me Al (i-coth u+ =) (8.18) 
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ce qui montre que le résultat du calcul explicite des fluctuations dans ce modèle à 
maillons indépendants est bien en accord avec la théorie générale des fluctuations 
de la partie II. En ce qui concerne les fluctuations transverses, puisque b? = 
(x)? + (#7)? + (72)? on a 


(ir +nr)=6 


ÿb?(1- (cos? 6)) ; (8.19) 


donc les fluctuations transverses de la chaîne sont : 


2 
D il )= Nb? (ee = à) : (8.20) 


Ce résultat est bien identique à celui de la partie II où nous trouvions des 


fluctuations en 
d 
Œ 4 = BF, . (8.21) 


IV. Un modèle plus réaliste : maillons corrélés 


A. Régime de faible force 


1. Lorsque la force F est nulle, l’énergie est invariante par rotation globale de la 
molécule : E(ñ,..., 7x) = E(Rñ,..., R?N), pour n’importe quelle rotation R. La 
mesure de Boltzmann possède donc cette même invariance par rotation. On en 





déduit que 
(ro = (ro =(r)o=0, (8.22) 
et en utilisant une rotation À qui transforme par exemple l’axe x en axe y, on 
obtient : 
(ro = (ri) = (ro . (8.23) 


2. L'élongation moyenne vaut : 


f d[A].. d[Py re BEBE SF) 


. 2 ù 2 [dl..dfve re tË CE) (8.24) 


En développant (8.24) au premier ordre en Ê, et en utilisant le fait que (F)o = 0, 
on trouve : 


d » BE (D 5% =pr Die D fo. (8.25) 


D) j ñj 
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3. 


L'intégrale D(BK) a déjà été calculée dans la partie I, où l’on a trouvé 
sinh(BK) 
BK 


La factorisation autorisée par la question précédente permet d’écrire : 


D(BK) = 47 (8.26) 


JT ds] FT; ce + Pepe 
[D dt, Le Epnios 


En effet, l'expression (8.27) ne diffère de l'expression générale de la corréla- 
tion calculée avec la mesure de Boltzmann que par le fait que les intégrales sur 
les variables 7,, avec p < i et avec p > j ont été faites. Ces intégrales donnent 
une contribution égale au numérateur et au dénominateur, ce qui donne bien 
l'Eq,. 8.27. 

Pour calculer l’intégrale W, nous utilisons les variables angulaires proposées 
dans l’énoncé : 


N= fsinada faperesep( sinæcosÿ+r?sinæsing+r? cosa) (8.28) 


= br dD 
É d(BK) 
Où F sont les composantes de 7; dans le référentiel où l’axe 3 correspond à 
la direction de #;_1, de sorte que ie = #;.f1/b. Il en résulte que 


(Po = (Fi.P-1)0 (BK) , (8.29) 
ss 1 49 
g(u) = Du DU) du —— =coth(u)-1/u. (8.30) 


. La fonction de corrélation vaut donc en général : 


Po = PP BRN = Pere, (831) 


avec £ = -b/Ing(8K). Pour BK grand ceci se comporte comme & - BKb. 

La longueur £ mesure la distance sur laquelle les orientations des maillons sont 
corrélées : deux points de la chaîne distants de moins de £ ont des orientations 
très voisines, alors que, lorsque leur distance est très grande devant é, leurs 
orientations sont des variables indépendantes. 
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5. À petite force, l’extension vaut 


Bb? 


re g(BK)P 1. (8.32) 


Az 
Az 


Il 
_ 
Îl 
_ 


i=l j 


On somme facilement la double série géométrique, et le résultat, pour N >> 1, 


est : 
Bb? 1+g(6K) 
de Nb — Te GR) : (8.33) 
Pour BK >> 1, on a g(BK) - 1-1/(8K), et donc 
2 
d'==BFélo : (8.34) 
B. Régime de grande force 
1. En développant à l’ordre deux dans les %;, l’énergie de la chaîne vaut : 
K\= 
E=-N(Fb+K)+— DRE Ju) (8.35) 
i=1 


2. L'énergie, et donc aussi le poids de Boltzmann, ne dépend de x, que par les 
deux termes (Fb/2) 5 et (K/2)(%, -Xp )2. L'équation de récurrence en découle 
immédiatement. 

3. Le changement de variable proposé dans l'énoncé, joint au développement à 
l’ordre dominant dans les quantités 1/(8K) et BFb F supposées petites, conduit 
à : 


d'Z,- 
Zp(&) = kl- -BFR a) [are cer Hu em TT = ( 5) 


(8.36) 
et l'intégration sur les variables gaussiennes w;,u2 démontre l'équation de 
récurrence : 

, b 3 
Z,(&) = C (2 GD-8P7 a G)+ TE | (8.37) 


4. En injectant dans (8.37) la solution proposée, on trouve que c’est bien la solution, 


à condition d’avoir 
= VBKBFb. (8.38) 
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5. Le maillon p est l'extrémité de deux chaînes, l’une allant de 1 à p, l’autre de p à 
N. La densité de probabilité de x, est donc bien 


Zp ( )ZN-p (&) 


P(&,) = 
M [di Z()Zn-p(à) 


(8.39) 
Lorsque p est loin des bords (1 << p << N), on peut utiliser la forme Z,(%,) « 


2 " . s 
e *%!2, On en déduit que (&) = 1/a (attention, on est à 2d). Pour N >> 1, 
l’élongation moyenne est donc donnée par 


d 1 1 
=<b _ #2 29 a — \|= A | . 
Lo | (1 p/2) No(i —) ml : =) (8.40) 


A grandes forces, l’élongation s'approche de sa valeur asymptotique Lo = Nb 
avec une correction en 1/ VF beaucoup plus grande que la correction en 1/F 
que nous avions trouvée dans le cas des maillons indépendants. 


6. Pour BK >> 1,on a & - BKb, et donc 





d 1 
— =] . (8.41) 
Lo 2 VEFE 
V. Comparaison avec la courbe expérimentale 
1. Le comportement à basse force, pour la chaîne à maillons corrélés, est 
2 
d==BéLor . (8.42) 


Ce comportement est similaire à celui obtenu dans la chaîne à maillons indépen- 
dants, si l’on identifie £ = b/2. Nous avions vu dans la partie III que les données 
expérimentales à petite force suggèrent une valeur b - 1100 À, on trouve donc 
ici é - 550 À= 55nm. 

2. La courbe de la figure 8.5 de l’énoncé rend bien compte des données 
expérimentales dans le régime d/Lo > .95. Or cette courbe, 


1 1 d 
R(— . mA Se 


possède exactement les deux comportements asymptotiques que nous avons 
calculés dans le modèle à maillons corrélés : d/Lo = 11/2 VBFE à grande force, 
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et d/Lo = 2/3BF£ à petite force. Cette double identification vaut à condition 
d’identifier Fo avec Fo = 1/(B£). En fait cette courbe est une formule interpolante 
entre ces deux régimes. Une solution complète du modèle à maillons corrélés 
dans le cas d’une force quelconque est possible. Elle montre en fait que cette 
formule interpolante est très précise. L'accord avec l’expérience nous montre 
donc que le modèle de la chaîne avec maillons corrélés, dans la limite BK >> 
1, BFb << 1 fournit une bonne description de la molécule d'ADN. Ce modèle, 
appelé « modèle du ver » rend en effet bien compte de l’élasticité de cette 
molécule. Il ne dépend que d’un seul paramètre qui est la longueur de persistance 
£. De la valeur de F5 obtenue avec le fit des données expérimentales on tire la 
valeur de cette longueur de persistance : £ = 53nm. 


. Dans le régime d proche de Lo, on doit tenir compte du fait que les maillons 


ne sont plus rigides mais peuvent être étirés. Une bonne modélisation de ce 
problème consiste à introduire une énergie potentielle U(r) qui dépend de 
la longueur r d’un maillon. Ce potentiel est minimum en r = b, et pour de 
faibles distorsions on peut considérer le développement quadratique U(r) = 
u/2 (r-b)?. En première approximation, à grande force, on peut considérer 
que les maillons sont alignés suivant z et donc on a simplement une suite de 
maillons harmoniques. Dans ce régime, l’élongation se comporte alors comme 
d- Nb+ N(F/yu). La courbe permet d’estimer un ordre de grandeur grossier de 
Li qui se trouve d’ordre de quelques 10° pN/um. 

Notons sur cette courbe qu’il apparaît à F = 70 pN un plateau dans la caracté- 
ristique, lié à l'apparition d’un nouveau type de DNA, avec un changement de 
conformation de l’arrangement entre les bases. Cette transition s’analyse aussi 
par la mécanique statistique, mais c’est une autre histoire... 


Quelques références sur l’élongation des molécules d'ADN : 
— S.B. Smith, L. Finzi and C. Bustamante, Science 258, 1122 (1992) ; C. Bustamante, 


JE. Marko, E.D. Siggia and S. Smith, Science 265, 1599 (1994). 


— TR. Strick, J.-F Allemand, D. Bensimon, A. Bensimon and V. Croquette, Science 


271, 1835 (1996). 


CHAPITRE 9 


Percolation 
. _ p(b) 
Solution 9.1 Comme g(b) = DU) ; 
_ p(b) 


D’où on tire après dérivation par rapport à b, puis en faisant b= 1, 


p'(x) _p'Q)1 





pG) pt x 
L'intégration est immédiate et donne 
; p'() 
x) = p(1)xT = | 
p(x)=p(1)xT avec T pu) 


Solution 9.2 


1. Cette probabilité vaut p‘(1-p}?. En effet, l'événement « un site est extrémité 
gauche d’un amas » résulte de la réalisation des événements indépendants 
suivants : 

— le site immédiatement à gauche est vide (probabilité 1-p) 
— les s sites suivant à droite sont occupés (probabilité p°) 
— le s+ 1 ème site est vide (probabilité 1 -p). 


2. La probabilité pour que le site soit n’importe où sur l’amas de taille s est 
manifestement s fois la probabilité précédente, soit sp°(1-p}?, s 4 0. 


3. Ona _ 
Spip} = (1-p}p. 
1 


On comprend pourquoi : l'événement « un site arbitraire est extrémité gauche 
d’un amas de taille quelconque » a la même probabilité que l'événement « le site 
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est occupé et le site immédiatement à sa gauche est vide ». De même 


CO 


D,PQ-p} =p, 
il 
représente ! la probabilité que le site soit occupé. 

4. La probabilité qu’un amas ait une taille s est évidemment proportionnelle à 
p°. Comme cette probabilité doit être normalisée (un amas tiré au hasard a 
nécessairement une taille s > 0), cette probabilité vaut 

Pe : 

Pr(S=s) = De =p"l(1-p). 

1 





De là on tire que 
Le) 1 
= s-1 
= 1=p)= ——, 
5 sp” (1-p) Ip 


À 1d, le seul amas percolant est la droite tout entière. Pour cela il faut que tous 
les sites soient occupés. Donc p.= 1. 


Remarque : La percolation à 14 est un cas pathologique puisqu'on ne peut pas 
approcher p. par valeurs supérieures. 


Solution 9.3 Si n est le nombre de générations, on a 


n-2 
N=1+2+z(2-1)+2(z2-1)?+...+2(2-1)2 21 +2D (1) 
r=0 
1=(-10"! 
Sp 
EEE 


ce qui démontre la relation demandée. 


Solution 9.4 
1. Considérons un site occupé À d’une génération. Il y a z—1 chemins conduisant 
de ce site à un des sites B de la génération suivante, occupé avec la probabilité p. 
Le nombre moyen de chemins reliant A et B est donc p(z-1). 


1 Pour calculer X sp’, on dérive terme à terme l'identité Xp° = (1-p)"! par rapport à p, puis on multiplie 
par p. 
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2. DeBil y a à nouveau p(z—1) chemins en moyenne qui conduisent à un site C de 
la génération suivante. Or le nombre de chemins conduisant de la première 
génération considérée à la troisième est le produit du nombre de chemins 
conduisant de la première à la seconde par le nombre de chemins conduisant 
de la seconde à la troisième (il n’y a pas de boucle possible dans ce modèle). 
Comme les tirages sont indépendants, le nombre moyen de chemins allant de A 
à Cest donc de p?(z2-1)?. On généralise facilement : au bout de n générations, 
ce nombre moyen vaut p"(z-1)". 


3. Pour que le nombre moyen de chemins parcourant # générations ne s’annulle 
pas, il faut que la limite de p"(z-—1)", quand n — co, ne soit pas nulle. Il faut 
donc que p(z-1) > 1. D'où le résultat annoncé p. = 1/(z-1). 


On voit que pour z > 2, il y a une « vraie » probabilité critique, c’est-à-dire pe < 1. 


Remarque : 


1. Cette valeur exacte est à comparer avec la valeur donnée par le champ moyen 
(Cfl'Ex. 9.5) où p. = z°!. Elles sont équivalentes à la limite z — co. 


2. La simplicité du calcul tient au fait qu’il ne peut pas y avoir de boucle. Dans 
une percolation sur réseau ordinaire, à faible valeur de p, les boucles sont peu 
probables. Ainsi les calculs sur l’arbre de Caley, qui n’en a pas, peuvent donner 
des idées sur les comportements de réseaux dans ces conditions. 


Solution 9.5 La Fig. 9.1 indique une résolution graphique de cette équation autocohé- 
rente. Il faut chercher l'intersection de la droite 1-P avec la courbe d’équation (1-pP)’. 
Comme en p = 0 elle est équivalente à 1—zpP, l'Éq. 9.3 de l'énoncé admet une solution 
autre que la solution triviale P = 0 si et si seulement p > p. = 1/z. Le courbe de la Fig. 
9.2, calculée numériquement, indique alors la dépendance de P en p. 


Remarque : Les calculs de champ moyen comme ceux sur l’arbre de Caley excluent 
tous deux les boucles. Ils donnent pourtant des valeurs de p. différentes parce que le 
calcul de champ moyen suppose que P; est indépendant de i, ce qui est faux sur l’arbre 
de Caley. 


Solution 9.6 On va remplacer chaque triangle par son centre de gravité, de telle sorte 
que chaque site soit pris une fois et une fois seulement. On voit qu’on obtient un 
nouveau réseau semblable au réseau initial (de rapport V3 et tourné d’un angle SD 
On occupe le super site avec la règle de la majorité, ce qui veut dire qu’il est occupé si 
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FiGuRe 9.1. Résolution graphique de l’Éq. 9.3 pour deux valeurs p < p, et 
P>pe.Iciz=3. 


a 0.5 











0 0.5 Ll 
P 


FiGuRE 9.2. Probabilité (Éq. 9.3) pour qu’un lien arbitraire fasse partie de 
Pamas percolant. on a encore z=3. 


et si seulement deux ou trois sommets du triangle initial le sont. Donc 
3 
pi = 3p°(1-p)+p°. 
Les points fixes de la transformation p,+1 = 3p4(1-—p,) + pà sont les solutions de 
l'équation 
p=3p"(1-p)+p", 
quisontp=0,p=1etp= L Les deux premiers point fixes étaient attendus, on vérifie 


qu'ils sont stables, le dernier, instable donne la valeur p. = À. Il se trouve que c’est aussi 
la valeur exacte! 
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LT. 
Vo. 
y Ÿ- 


+ + + 


4 4 : 


+ + 


FiGuRE 9.3. Décimation sur le réseau triangulaire. Les croix représentent le 
réseau initial, les gros points : la première décimation, le petit cercle : un site 
de la seconde décimation. 


271 


CHAPITRE 10 


Matrices aléatoires 


Solution 10.1 


1. Il est facile de voir pourquoi R est une transformation unitaire élémentaire. 
Posons € = 8, calculons R” (en diagonalisant R). On voit que 


lim R°= 


n—0o 


cos® -sin0 
sin® cos® |’ 


qui est une matrice de rotation d’angle 8. On a utilisé le fait que 


El 
im (1+ 2)" = ei, 


n— 00 n 
2. La nouvelle matrice s’écrira 
H'=R'HR, 
avec les éléments 
a = a+2eb 
b' = b+e(c-a) 
© = c—2eb, 


d’où, par un développement limité 
OP, 
P,(a') = P,(a)+2eb—= 
Ôa 


P5(b) 


0Py 
P,(b)+e(c-a) Sb 
oP. 
ôc 


De l’Éq. 10.1 de l'énoncé, on tire en multipliant les trois équations précédentes 
et en se limitant au terme en € 


_ Pa PH) ee y 2Pe PH) _, 8e PH) 
PUT)=P(H)+2b 0 release 


P.(c') P.(c)-2eb 
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L'égalité P(H) = P(H’) implique la nullité du terme en €, soit 


_ dl 1 1 OP 
PE or 


_ da P Pa)" b 0b P,(b) Te EG: 


Le fait que le terme entre crochets ne dépende que de b incite à écrire 


loP, 1 . 20b; d.:.2:0P 1 


b Ob P;(b) c—a da P,(a) * c-a da Pc) 








ù 


où K est une constante. De là on tire, par intégration de la première équation 


2 
P,(b) = Es ge 
27 


On a normalisé la solution. De même on aura également 


_dPa 2 4 9Pe(c) 2 
0a P,(a) ôc P,(c) 





=-K(c-a). 

FR Pa 2 8P 

7 P.(a) = Kc+ ee PO = 

Si on veut que les gaussiennes, solutions de cette équation, soient centrées à 
l'origine, il faut prendre la constante nulle et on aura 


K fa2 K 2 
P, (a) = VE et P,(b)= VE. 


Ka + 


. Les valeurs propres 4* de l’hamiltonien sont racines de l'équation 


(a-A)(c-2)-b?=0. 


Posons À = (c—a)? +4b?, on aura * — 7 = VA. La probabilité pour que 4* -47 
soit dans l’intervalle s,s+ ds est donc 


P(s)ds = [ P(a)P(b)P(c) da db dc, 
D 


où D est le domaine tel que VA € (s,5+ ds), ou encore, en élevant au carré et ne 
conservant que le terme du premier ordre en ds, le domaine où 


(c—a} +4b? e(s?,s+2sds). 
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08 
0.6 
0,4 
02 
0 0, I 1,5 2 25 3 


S 


FiGure 10.1. Distribution de Wigner en trait plein avec (s?) = 1. Distribution 
intégrée en tireté. 


Soit en résolvant en b, 
sds 
be- SUAA+S a} avec A2=5$-(c-a). 


Explicitons, en appliquant la formule de la moyenne à l'intégration par rapport 
àb: 

P(s)ds = sds (dcda -krsest(t (ca) 
2 À 


Donc P(s)ds est proportionnel à 


—K [(atc)?+s?] 
sds L dc D = 


s2—(c-— V8 a 
L'intégrale double se calcule en faisant le changement de variables 
a+c=2x 
a-c=y 


dont le jacobien vaut 1. 


Reste 


L'intégrale étant indépendante de s, on après normalisation, écrire 


P(s)ds - se” ës * fard = 


P(s) = Es COR 
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bb 27 
os | sP(s) ds = = 


on obtient la formule canonique 


Comme 


cr 
4 


P(s) = e 46, 


Le 
2(s)? 
On a dessiné Fig. 10.1 la distribution de Wigner. On voit le phénomène caracté- 
ristique de « répulsion de niveaux » : la probabilité que l’écart entre deux valeurs 
propres soit petit est petite. 


4. La comparaison est immédiate. Il suffit d’intégrer la fonction P(s) entre 0 et s. 


CHAPITRE I1 


Fluides quantiques 


Solution 11.1 
1. Dans la boîte, où le potentiel est nul, l’équation de Schrédinger s’écrit 
h? 
006, 2) = Eg(x,y, 2). 


La géométrie de la boîte permet de factoriser les fonctions d’onde, et de résoudre, 
pour chaque dimension, une équation de Schrédinger pour une particule libre, 
avec condition d’annulation de la fonction aux bords. Cela conduit à : 


[8 . Inx. mny. nxz 
Pbmn (x y, z) = V sin Es sin 7e sin a 


avec les conditions de quantification : 


1 
k..= 7 avec [= 1,2,3,... 
a 
mn 
k, = a avec m= 1,2,3,.. 
Ke = Hs avec n=1,2,3,. 
c 


2. Si l’on impose des conditions de périodicité aux bords de la boîte, les fonctions 
propres normalisées sont : 


D ikxtkytkez) 
Dim n(% 72) = —— LRO 
LUS] VV 
avec les conditions de quantification : 
2ix 
kx = —— avecil=0,+1,+2,… 
a 
2mxr 
ko= avec m=0,+1,+2,. 


2nr 
—— avecn=0,+1,+2,…. 
C 


il 
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Solution 11.2 


1. L'état fondamental d’un ensemble de N fermions identiques s'obtient en oc- 
cupant les états de plus basse énergie (g particules par état). Dans l’espace des 
moments, ces états forment un réseau de points de coordonnées le, TE se 
trouvant dans le huitième d’espace défini par la condition selon laquelle les 
entiers /,m et n doivent être plus grands que 1. Les énergies des états individuels 
sont proportionnelles au carré du module du vecteur qui joint l’origine à l’un 
des points du réseau, et le remplissage se fait donc avec une symétrie sphérique. 


Les bornes de l, m et n sont déterminées par le nombre total de particules. On a 


donc : 
8 rx mxry nTz 
2 : 2 . 2 : 2 
pU7,2) = 8 D lim = 85 D sin? — sin? 2 sin? +. 
V a b c 
Im,n Im,n 
Pour la densité d’énergie cinétique, on a : 
. 2 
692) = 8 D IVÉtmnl 
Em,n 
soit 
2 2 
( ñ a cos? LE in 7 in? 172 
T(X,7,z) = g—— — S° — sin” —— sin” — 
7 2m V a a b £ 
Lm,n 
2 l 
mr? . ,inx mry . >nxz 
| sie co Pen 
b a b 
2 1 
nr V2 . lnx . ,mx nrz 
+ [=] sin? T sin? FT cos? TZ, 
C a 


la somme étant étendue aux mêmes états quantiques que pour p. 


2. En utilisant les identités proposées, on peut mettre l’expression de la densité de 
matière sous la forme : 


_& : 
px, 7,2) = V > 1+ (termes oscillants) 


Lm,n 


et 


2 CRD) 


+ (termes oscillants). 
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3. Considérons les termes non oscillants. La somme sur les états fluctue avec N, 
mais elle comporte une composante lisse qu’on obtient en remplaçant la somme 
discrète par une intégrale. Cette intégrale est prise sur le huitième de sphère 
défini par /,m,n positifs. Le passage de la somme à l’intégrale se fait suivant la 


règle : 
DE 


Lm,n 


En effet, considérons d’abord le cas à une dimension. On a, par définition de 
l'intégrale avec les sommes de Riemann pour toute fonction f continue : 


lim 2 f(nh) = ie f(k) dk. 


Ici, h = Z et pour a grand !, on peut donc écrire : 


Zoe? [ro 


La généralisation à trois dimensions est immédiate : 
TI TI TI V 
l-,m-,n- “7 | k) dk. 
Dh mmne)s = | fK) 


On peut alors intégrer la partie lisse de la densité, laquelle est constante dans le 
volume. L'intégrale s’étend au huitième de sphère dont le rayon kr est déterminé 
par l’état d'énergie la plus élevée 


= LR. ÉTA) 
On trouve : 0N 
, = E ke, (11.2) 
et pour l’énergie 
g h 14m, 3 


mms s F5 


! Ce qui signifie que f est sensiblement constant sur tout intervalle d'amplitude x/a. Comme on le verra, 
cette condition n’est pas nécessairement remplie dans le cas du peuplement de l’état fondamental pour 
les bosons. 
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4. La densité, qui n’a plus de termes oscillants, s'obtient directement sous la forme : 


p=£yi 


Lm,n 


et la densité d’énergie cinétique 


Eye, 


Lm,n 


les sommes étant étendues cette fois à l’ensemble de la sphère de Fermi, puisque 
les nombres quantiques /, m,n peuvent prendre toute valeur, négative, positive 
ou nulle. 

Compte tenu de la quantification des états, le passage de la somme discrète à 
l'intégrale dans l’espace des moments s'effectue maintenant selon la règle : 


>»: > Ja (11.3) 


Lmn 


PE RER 
V (2x) 3 F 67 F 





On retrouve bien le résultat précédemment obtenu à partir des conditions 
d'annulation des fonctions d’onde aux bords de la boîte. 


Il en est de même pour la densité d’énergie cinétique. 


Remarque : Il est clair que les conditions aux limites périodiques ne permettent 
pas d’avoir accès aux propriétés de surface du système. Mais pour les propriétés 
de volume, elles conduisent à la même physique que les conditions d'annulation 
des fonctions d’onde aux bords. 


. La pression peut être obtenue à partir de la relation 


_ dE] _ d(rV) 


aVIN àV 





Comme 7 dépend de V, nous allons tout exprimer en fonction de kr. Puisque 


3 3 
= =perV = =Ne, 
TV 2 PEF 5 €F 
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on écrira 
3 der dke 
7 5 dkr dV' 
De l’Éq. 11.2 on tire 
a _ dr 
V2 kr” 
et de l’Éq. 11.1: 
der h? 
— = 2 — kr. 
dk “2m” 


En regroupant, on trouve finalement : 


Remarque : Il est intéressant de noter que, pour un gaz parfait classique, cette 
relation est également valable. L’analogie s’arrête là, bien sûr : à température 
nulle, la pression d’un gaz parfait classique, proportionnelle à sa température 
est nulle. Dans le cas quantique, comme on l’a vu, elle ne l’est pas. Cela a des 
conséquences bien réelles ! 


6. Le nombre d'électrons par unité de volume dans le cuivre est : 


8,9 
p= er 602% 102 cm, 


soit environ 8,3xX1022 cm* ou 0,083 À"?. Comme g = 2 (deux électrons par 
état), le moment de Fermi est donné par 


kr = (3r20)!/3 = 1,35 À°!, (11.4) 
L'énergie de Fermi est donnée par : 


_R, Ré 
2m F  2mc2 





€F ke 


Avec fic = 2000 eV.À et mc? = 0.5 MeV, on trouve er = 7.3 eV. 


Dans le cas nucléaire, g = 4 (4 nucléons par état). La masse d’un nucléon est de 
1,66X10777 kg. On trouve, pour le nombre de nucléons par unité de volume : 


p=0,163 fm, 
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d’où le moment de Fermi 
3 2 \1/3 
kr (2) = 1,34 fm”! 


L'énergie de Fermi correspondante est d'environ 36 MeV. 


7. L'état fondamental est caractérisé par l’occupation de tous les états de la sphère 
de Fermi. Un état excité est donc obtenu par promotion d’une particule vers un 
état hors de cette sphère. Exciter thermiquement Le système revient à effectuer ces 
promotions de façon équiprobable à la surface de la sphère de Fermi. C’est donc 
la densité de niveaux au voisinage de la surface de Fermi, d(ér), qui va déterminer 
la thermodynamique de basse température : 





dN _ d(pV)dkr _ gV ( 2m 


MOST de ae 


3/2 
=. (11.5) 
Solution 11.3 


1. Les fonctions d’onde sont les solutions de l’équation de Schrôdinger 
h d? 
2m 2 600 = E(x), 


#. fe 2mE 
avec les conditions aux limites #(x) = 0 pour x < 0 et x > a. Posons a =, 
les solutions de type sin(kx + @) quantifiées par les conditions aux limites et 


normalisées s’écrivent 


LE RSEX | 
VLsinr!x pour 0O<x<a 
Pi(x) = ; 


O0 ailleurs 


oùl=1,2::.. Onentire 


Z 


2v 
Don, T- 2e O<x<a. 


a 


N 
px) = v D AGP = 
I=1 


—_ 


: NE inl , 
On écrit que sin?r-x= ; [1-R (627) et on somme la série géométrique 
a 


SOLUTIONS DES EXERCICES 283 


correspondante ?. Il vient 


yN 1 1 sin2r(N +})# 
px) = —|1+ — - — ——— 
a 2N 2N sinr 


Bien entendu À p(x)dx = yN ; on voit que la densité locale oscille autour d’une 
valeur légèrement supérieure à la densité moyenne 5 = vA. On supposera cette 
densité constante quand N — co. 

2. Le calcul de la transformée de Fourier de @j(x) est immédiat en écrivant le sinus 
sous forme d’exponentielles. On obtient 





" 4a É ak+r 
RP = == — sin? | 11.6 
GR = = TES sin — (11.6) 
Comme attendu, cette fonction est continue YK puisque 
lim |2(k)? = —. 
_. Idi(k)| Fer 
La distribution des moments est donc donnée par 
_ 4avf. ,ak 24k ; 
n(k) = mr (in o N (ak) + cos 5 IN (ak) ; (11.7) 


3. Multiplions par x le développement proposé (11.2 de l'énoncé) et dérivons, il 
vient 





d [ cosx d(2zx 1 
dx\ sinx dx| x? p-* 
I=1 T2 
D'où : 
T 1 1 cos x 
X)= — orervesl À 
JG) 4 ee ee) 


4. La quantité « est sans dimension et on a 


N P 
RE TNT (11.8) 
=1 


2 R(z) signifie partie réelle de z. 
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On ne peut qu’approcher cette somme finie. Il y a manifestement deux cas. 
Sik € 1, il faut prendre beaucoup de termes dans la somme (11.8) et on écrira 
donc 


AN (K) = f(K)- 7 EN" 


I=N+1 


Puis on évaluera la somme discrète (le terme correctif) par l'intégrale 


se] t2 1 (ve) ÿ* 
———— dt = — ——— dy. 
l (E-NKeP rl Ge? 7 
Le développement ? de cette intégrale pour « < 1 donne 
2 
a 
3 5 


Six > 1, on peut appliquer directement l’approximation intégrale à la somme 
(11.8) 


de 2 je 5 P 1 N2 
o (2-N2k} L- (L-N2k)2 2(N2-N2k2} 
Soit, en changeant t en «tN 


1 
1 fx pr 1 1 
D | © tr — ———., 
fn) nJ Q-rP TU 2N(1-kRp 


Le développement en 1/N et 1/K est lentement convergeant 


1 ét :S1 3,2 
D (14 ++ + +. +). 
fn) xx 52 76 Nat + 


5. De l'égalité ff, (x) = hi (x), on tire que 
HOBTCEETC) 


? On aurait pu calculer cette intégrale qui vaut 


1 De | 
Ale + St 





puis en faire un développement limité. 
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En regroupant tous les résultats précédents et en se limitant à l’ordre le plus bas, 
on peut alors conclure que 


a 1-2 (1+ 542) pour «k€ 1 


no 


4 11 6 1 
Hpr(1+$i) pourk«> 1 








FIGURE 11.1. Distributions normalisées en taille p(x)/p9 et en moments 
n(K)/no comparées à leur limite thermodynamique. En abscisses x = k/kr et 
x/a. La limite thermodynamique est, dans les deux cas, le carré de côté 1. Il y 
aN=10états. 


av | fie ; 
Dans cette formule, #0 = rh est le coefficient de normalisation. On retrouve bien 
x 


les limites thermodynamiques n(k)/n0 = 1 pour k < k et 0 sinon. 

Reste à examiner le cas « = 1. On part de l’Éq. 11.6 et si on suppose N pair, la 
somme sur / donne 
N-1 


n(1) 1 8 
—_ —— + — ————, 
ño 2 x? D (2-N?2} 
qui vaut sensiblement 0.74 dès que N est grand. 
On voit sur la Fig. 11.1 qu'à la différence de la densité de matière, les termes 


oscillants de l’Éq. 11.7 se compensent et que la courbe résultante est plate. 


Remarque : La distribution des moments d’un système fini de fermions sans interac- 
tion et à température nulle diffère de la fonction porte. Il en est de même pour un 
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système infini de fermions en interaction, ou bien pour un système infini à température 
non nulle. Le cas à 3d est un peu plus compliqué #. 








Solution 11.4 
1. De l’Ég. 11.6 on tire: 
1 

1 + 6) = et B(u-6;) = log (11.9) 

1-n; 1 
Combinant les Égs. 11.3 et 11.4, on obtient 
re il 

blOB Lg — “a _Œ. : (11.10) 


Or 





PE PE et 
2 ee n 1+ ue)" 


Utilisant les Égs. 11.9, on déduit 


ôlogZg 1 ñ; 
8 y; | 
En pè" En; 





Après avoir remplacé logZ, par —-};log(1-n;), on reporte dans l’Éq. 11.4 de 
l'énoncé et on retrouve le résultat demandé. 


2. Nous voulons montrer que la distribution de Fermi-Dirac maximise l’entropie”, 
compte tenu des contraintes sur l'énergie moyenne et le nombre moyen de 


particules : 
E= D nie et N= DE 
î E 


On introduit deux paramètres de Lagrange À et 2, et l’on minimise, par rapport 
à chaque n;, la quantité : 


I =k (nilogn;+(1-n;)Ln(1-n;)]-2A; D nn D ne-B] 


#_ Voir par exemple « Finite size effects on the momentum distribution of non interacting fermions », Nucl. 
Phys. A457 (1986), 125. 
5 Voir dans l’appendice l’analogue de ce calcul dans le cas classique. 
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En écrivant pour chaque i 


on obtient les N équations 


ge 
—kylog| —— |-A, - 46 =0. 
b a") 1 26i 
Soit 
1 
ni F A1 +426; * 
1+e 


On obtient bien la distribution de Fermi-Dirac en effectuant les identifications : 


À H À 1 


t = pate 


— -— € ë 
ko KT  ky KT 


D'où la distribution d’équilibre $ : 


ni= 


CR 


1+erT 


08 
0.6 
04 


02 


0 05 1 5 


kk, 


D) 


FIGURE 11.2. Distributions de Fermi, à température finie (trait continu), à 
température nulle (trait discontinu). 


6 Qu'on devrait noter (ni). 
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3. Les énergies à une particule s’écrivent : 


hr? 
or 
: N LUREPRS 
La densité de particule, p = = La, s'écrit 


DE: + dk 
PT np J 1+4a0° 


où g désigne la dégénérescence des niveaux, comme à l’Ex. 11.2. On a remplacé 
les sommes discrètes par des intégrales (Voir l’Éq. 11.3) et pris, pour les fonctions 
d’onde, les conditions aux limites périodiques. En posant 


h?2 
x=B—k? et a =By, 
2m 


g [2m de x1/2 . 
= —|— x 
Pers] J 1+e 


Pour une densité fixée, cette relation établit implicitement la dépendance en 
température du potentiel chimique contenu dans «. Voir les intégrales de Fermi 
dans l’appendice mathématique. 


il vient 





On trouve de façon similaire, pour la densité d’énergie, l’expression : 


_Jimié _ g {2m AS (1111) 
= V 7 Ari 2m ñ2B 0 1+e*-e X. . 





. Réécrivons l’Éq. 11.10 


( -&)) 
S= HN ETS) Ti &) sr 


Le deuxième terme vaut simplement -(uN —E). Le calcul explicite du premier 
terme n’est possible qu’à la limite thermodynamique. On remplace la somme 
discrète sur les i par l’intégration continue sur k, ce qui permet par intégration 
par partie de se débarrasser du logarithme. On trouve alors grâce à l’Éq. 11.11 
qu’il vaut 2BkLE, ce qui démontre la formule proposée. 
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5. Le lemme de Sommerfeld (Voir l’appendice mathématique) permet d’écrire, au 
sens des distributions : 


— = Y(x-a) (x a)+ 
1+ere 6 e 


où Y(x-—a) désigne la distribution de Heaviside. On en déduit le développement 
de basse température de la densité sous la forme : 





SRE 2 (L TY 
= E£(+) p+ 2 | (11.12) 
6x \ ñ 8 
Or, à température nulle, nous avons obtenu : 
2mer \°/? 
De a113) 


En comparant ces deux expressions (la densité ne change pas avec la températu- 
re), on obtient, au second ordre en T : 





_ 1, _7 @T} 


Pour la densité d'énergie r = E/V, on obtient : 


g h em)" 57° (kyT)? 
FR) pee 
107? 2m\ h? 8 y? 

Compte tenu du développement de y, il vient : 
ES (re) EX 


= Re 11.14 
1072 2m\ 2 12 ë ) 





6. La chaleur spécifique à volume constant caractérise la variation d’énergie asso- 
ciée à une variation de température : dE = C,dT. On trouve ici, en dérivant l’Éq. 
11.14 et en utilisant l’Éq. 11.5: 


Tr 
(a 3 de. 


7. L'entropie du gaz peut maintenant être calculée : 


T 2 
sn= [LE Tate 
0 


290 


CHAPITRE Î 1. FLUIDES QUANTIQUES 
ainsi que l'énergie : 
T 7 
E(T) = E(0) + [ C,(t)dt = E(0)+ Fe EKT. 
0 


Cette dernière expression est évidemment identique à ce que donne l’équation 
(11.14). Pour l'énergie libre, on trouve : 


2 
F=E-TS = E(0)-d(e)RT°. 


Remarque : Le calcul de l’entropie à basse température aurait pu être fait à partir 
d’un développement à basse température de la relation 11.7 


en introduisant les développements trouvés pour l’énergie et le potentiel chi- 
mique. 


. Ces expressions permettent de calculer la densité de niveaux à N particules pour 


l'énergie E(T) : 
DIE(T)] = es Pix der T 


soit, en fonction de l’énergie d’excitation E* = E(T)-E(0) : 
D(E*)=e 2% d(er)E* 


Note : On vérifie, après quelques calculs directs mais un peu longs, que si l’on 
part de l’expression de l’entropie en fonction des nombres d'occupation de 
Fermi-Dirac, on retrouve bien, dans la limite des basses températures, le même 
résultat. 


Solution 11.5 Nous reprenons implicitement des notations analogues à celles utilisées 
pour le cas à trois dimensions. 


Pour une boîte à deux dimensions d’aire À, en considérant des conditions aux 


limites périodiques, les états à une particule s’écrivent : 


Pi,m (x,7) = ellks A 
Pr 
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avec les conditions de quantification 


21 

Ke. is avec 1=0,+1,+2... 
a 
2 

k, = T avec m=0,+1,+2.. 


Le passage d’une somme discrète à une intégrale se fait suivant la règle : 


A 
DEEE 


Lm 


où À désigne l’aire de la surface. 


1. Pour la densité de matière, on a donc: 
£ 1h 27rkdk 
cer Mar Ce 
(2x)? J 44 BE) 


__g2m ff” dx 
PE nn) 11e 


ou Encore : 


avec & = Bi. 


(11.15) 


Il se trouve que l'intégrale est analytique (faire le changement de variable 
4 = y) ; elle vaut log(1+et) = loge (1+e%) za+e, À basse température 
« > 1, la correction est exponentiellement petite 7 et l’on trouve finalement 


__& 2mH 
Ex 


(11.16) 


Or, à température nulle, la densité s'exprime en fonction du moment de Fermi 


(Cf Éq. 11.15) sous la forme : 


2 
EU ee 
nn ne 7 


On en déduit que le potentiel chimique égal à l'énergie de Fermi est indépendant 
de la température, à un terme exponentiellement petit près. On pourra comparer 


au cas à 3d de l’Ex. 11.4. 


7 Ce qui n’est pas le cas dès que d # 2. 
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N_ 
PT A 8x 


on déduit pour la densité de niveaux individuels : 


aN gA2m 
AE Le RE (11.17) 


Cette densité est indépendante de l'énergie de Fermi; nous la désignerons 
simplement par la lettre d. 
Pour la densité d'énergie, on obtient de façon analogue : 


= 2 2m 1 a 
arf J) 1+e*2 
avec & = Bu. Le développement de basse température (Cf le lemme de Sommer- 


feld dans l’appendice mathématique) donne : 


sul ==.) 





(11.18) 


arm 3 à 


L'énergie du système étant donnée par E = TA, la chaleur spécifique à surface 


constante s’écrit : 


AR SO 38 
GATE = ART. 


Il est remarquable que cette chaleur spécifique ne dépende pas de la densité de 
matière. Pour l’entropie, nous obtenons : 


D ae 
s= [ Ces —d KT; 
pour l'énergie : 
T 
E(T) = E(0) + [ C;(t)dt = E(0)+ 34 (ki T)?, 
0 
et pour l’énergie libre : 


2 
Pepe E(0)-—a (RT}. 
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La densité d'états à N particules s’obtient à partir de l’entropie 
S 27? 
DIE(T)] = er =e TNT, 


ou encore, en fonction de l’énergie d’excitation E* = E(T)-E(0) : 


DE')= V5 


Solution 11.6 
1. Les énergies à une particule, en présence du champ, deviennent : 
hk? 


es (k) = —— + MB. 
2m 


Les nombres moyens d'occupation des états s’écrivent donc 


1 
= ——, 
PL 
avec 14 = u + MB. Formellement, il suffit, par rapport aux résultats sans champ, 
de modifier le potentiel chimique pour obtenir la densité de chaque type de 
particules. Au total, pour la densité, on trouve donc (voir l’Éq. 11.12), à basse 
température : 


2m\/2 2 K2T? 2 K2T2 
PT £(—) 57? AE + u/2 PLU ES : 
67? \ h2 8. y 8 u2 


(Le facteur de dégénérescence g a ici la valeur 2.) Cette expression est paire par 
rapport au champ. Dans la limite de champ faible, MB < er, on ne conserve 
que les termes quadratiques par rapport à B, d’où : 


3/2 2 2 2 
p=E(t) i lie fer) 28) 
37? \ fi? 8\u 8\u 
Par comparaison avec l’expression obtenue en l’absence de champ et à tempéra- 
ture nulle (Éq. 11.13), on obtient : 


rm {kT\Ÿ 1/MB\ 
EE LA ie | tu ms NE 11.19 
L al: (2) (£) 
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La magnétisation se calcule à partir de la différence des densités de populations 
de particules : 


VM /2m 3/2 3/2 x KT? à T2 kT? 
Sa er ee OO De! à 11.2 
di sr) pe su Je |" y ns 


Cette expression est impaire par rapport au champ. En ne conservant que les 
termes linéaires dans le développement en champ faible, on trouve : 


VM2B [2m \3/2 m2 KT? 
—.) 1211 | (11.21) 


Er A 
ce qui, compte tenu de l’expression de y, donne finalement 


M =, 


2 
) m2 rm KE T' : 
27? € 


2 F = 
hñ 12 € 


Tr KT 
| (11.22) 


pe 2 CA Eh 
2M°Bd(er 1-1 n'a 


où d(er) désigne la densité de niveaux individuels à l’énergie de Fermi (voir 
Éq. 11.5). 


2. Considérons à présent le cas à deux dimensions. Pour la densité, on a 


P= s— Ur + u-)= —- TH 


comme en l’absence de champ. Ceci montre que, à deux dimensions, le potentiel 
chimique est indépendant du champ et de la température, et demeure par 
conséquent égal à l'énergie de Fermi. La magnétisation du système s’écrit 


(up) 
Ex h2 U+—H- 


= 2M°Bd (11.23) 


M 


où d désigne la densité de niveaux individuels (Éq. 11.17). Remarquons que, par 
rapport au cas tridimensionnel, la magnétisation ne dépend ni de la température, 
ni de la densité de particules. 
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Solution 11.7 
I. Cas du gaz parfait 


1. Les valeurs propres de l’oscillateur harmonique sont : 
1 1 1 
E(n1, 2,13) = hum + 2) + ho (n2 + . +hw3(ns + 5) 


où les entiers #1,ñ2,n3 prennent les valeurs 0,1,2.... Noter que €(0,0,0) = UT + 
ho + hu). 

2. Avec le choix proposé de l’origine des énergies, le nombre d’atomes dans les 
états excités est donné par : 


C9 
VE : 
E Born +wrmuwsns)-u) _ 1? 
H1,#12,113 
où les #1,#2,n3 ne sont pas simultanément nuls, tandis que le nombre d’occupa- 
tion du fondamental est donné par 


1 


BL] (11.24) 


No 


Ce dernier étant positif ou nul, u est nécessairement négatif ou nul. La fonction 
N'(u) est monotone croissante. Sa valeur maximale est atteinte pour u = 0. 

3. Lorsqu'on augmente N au-delà de N',.., les atomes s’accumulent dans l’état 
fondamental du piège, voir l’Éq. 11.24. 

4. (a) Dans la limite considérée, une expression approchée peut être obtenue 
en remplaçant la somme sur les entiers par une intégrale triple. Le calcul 
portant sur la somme des états dans le puits harmonique se calque sur 
celui fait dans une boîte (Cfl’Ex. 11.2). À la limite Bñw — 0, par définition 
de l’intégrale de Riemann à une dimension 


h how) = à du. 
Fe YF w) le fu) du 


Que veut dire « à la limite » ? Il signifie qu’on peut négliger les variations 
de f sur tout intervalle d'amplitude Bñw. 
À 3d, encore à la limite, on a 


B'huw >. FOnBhar.mBhummshen)= | i [fon m)aindidus, 
0 0 


m1,12,113 
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avec la même condition. Condition qui est satisfaite parce que dans la 
somme on n'accepte pas le point singulier mn, = n2 = n3 = 0 (qui est le 
fondamental) à y = 0. Donc le passage à la limite continue de 


Co 


1 
3#3—3 = 
PR > Bwin +wmuwsns)-u) 


f1,42,H13 


est légitime et permet d’écrire 


1 OO CO OO 1 
== ——————— 
N= Bw° : du p du dus etituitus-Bn _] É 


Et pour u = 0, 


1 (oe] OO O9 il 
D a 
Ne = Bh3T Î du: 1 du 1 dus emtiotus 2] 


Cette dernière intégrale est analytique. En effet on utilise le développement 
en série 





—(ui+t2+u3 œ® 
es = PCR D _ de ne) 
ettiatus 2] 1—e-Gntutus) \ 
k=1 


L'intégrale triple se factorise, il reste 





(oe] co 3 [eo] 3 
—ku l 
e du) = —] =4G). 
DU <a) -20) 
Et finalement 
Ki 
Nhsax Or: 


À nombre N de particules fixé, si l’on diminue la température, on atteint 
la valeur pour laquelle N représente le nombre maximum de particules 
pouvant occuper les états excités : c’est alors la température critique de la 
condensation T, : 
_ho | N l : 
° ks |) 


Numériquement, pour les valeurs indiquées, on trouve T. = 2,63 x 1077 K. 
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(c) À T'et N fixés, le nombre d’atomes condensés No est donné par : 
No = N-Nhax(T) 
ou encore 


No _ ; _ Maux(T) 
N N 


La température critique T, associée au nombre d’atomes N est telle que : 
NEN CT). 


On a donc, compte tenu de la loi en T° trouvée plus haut : 
No _,_{T ° 
N \T.). 
(d) La comparaison théorie-expérience 8, Fig. 11.3, est assez satisfaisante. 


08 


05 0,6 0,7 08 0,9 1 
TT, 


FiGuRe 11.3. Fraction condensée Nç/N en fonction de la température. Ligne 
continue : gaz parfait ; croix : expérience. 


8 Voir Ensher et al., Phys. Rev. Lett. 77, 4984, (1996). 
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IL. Effet des interactions 


1. Lorsqu'on coupe le piège, l’énergie disponible se réduit à l'énergie cinétique ini- 
tiale des atomes dans le piège. Dans le cas d’un oscillateur harmonique, la valeur 
moyenne de l’hamiltonien dans un état propre se décompose à parts égales en 
énergie cinétique et énergie potentielle. Pour chaque atome, l'énergie disponible 
pour l’expansion est donc égale à la moitié de l’énergie du fondamental du piège, 
Au total, on a donc: 


1 N 
EE 3Ne(0,0,0) = 7 Vioi + uw) + hws). 


2. L'énergie par atome est donc indépendante du nombre total d’atomes, on 
contradiction manifeste avec les données expérimentales. 
III. Équation de Gross-Pitaevskii 
1. C’est une application des équations d’Euler avec un multiplicateur de Lagrange 
dû à la conservation du nombre de particules N = ïe léldr. Si on reprend les 
notations du chapitre « Calcul des variations. Équations d’Euler » de l’appendice 


mathématique, on remplacera f(x(#),x(t),t) par 


oe 1) 


(GG), Va(r)) = NA, ENVeulbONE + gi. 
Comme, on se limite à @ réel, on a 
" = NVexd + 2N(N - 1)gh” 
di () h? Ô h? 
- IN ma soit Va =2N mn? 
Les équations d’Euler avec contrainte 
JV _. -2NAb=0 


redonnent alors l'équation GP, après simplification par 2N. 
Montrons que 1 s’identifie au potentiel chimique du condensat : 


u =E(N+1)-E(N). 
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Désignons par gn la solution de l’équation GP correspondant à N bosons. On a, 
en tenant compte du fait que f dépend aussi explicitement de N : 


E(N +1)-E(N) = . FN + LN+1; VON+1)dr- 4 FIN, x, Von) dir. 


Si N est grand, la fonction @w4+1 est voisine de la fonction gn. On pose 69 = 
n+1 —-n, et l’on développe la fonctionnelle f au voisinage de N et de gn. Le 
développement fait apparaître le membre de gauche de l'équation GP, et l’on 
trouve finalement : 


E(N+1)-E(N) = À à [6% + 2N6n66] dr 
= À, 
car l’intégrand n’est autre que la variation de la densité o = N° lorsqu'on passe 


de N à N +1 bosons : son intégrale est donc égale à 1. 
2. Si l’on néglige le terme en gradient dans l’équation GP, la densité s'écrit immé- 


diatement : 
1 
p)=Nlé(r)? = g Ve) 
2,2 
_ HA L ; mui Ti 
g 1 24 
2 ) 
8 R 
2 
avec R; = ee 
mu’ 


Remarque : Si l’on tient compte du terme en gradient dans l’équation GP, 
la densité ne s’annule pas brutalement en R;, mais tend vers 0 comme une 
gaussienne. En comparant la solution exacte, numérique, à la solution de 
Thomas-Fermi, on montre que l’approximation est justifiée. 


3. Le condensat a la forme d’un ellipsoïde de demi-axes Ri. 

4. On intègre la densité dans l’ellipsoïde. Les variables se séparent, et en effectuant 
le changement de variable proposé on se ramène à une intégrale dans la sphère 
de rayon unité. On trouve : 
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5. L'énergie d'interaction s’écrit : 
1 1 
Ejn = Sue [dr = 58 fra 


où l’intégrale est étendue à l’ellipsoïde. En effectuant le même changement de 
variable que précédemment, on trouve : 


Lu 224 2 
Enr = RRR [ (1-u‘)"4ru du. 
2e 0 


Tous calculs faits il reste : 
Eint : 2 


N 7 
L'énergie par atome varie donc comme N?/. Lorsqu'on coupe le piège, l'énergie 
disponible pour l'expansion du gaz est précisément égale à l’énergie d’interac- 
tion. 
La figure (11.4) montre, en coordonnées log-log, un graphe représentatif de 
données expérimentales obtenues au MIT. Le meilleur ajustement donne une 
pente de 0,43, voisine de la valeur théorique de 2/5. 


-68,5 
£ + k 
Z. 69 
w 
29 
S -69,5 
-70 
il 12 13 14 15 16 


Log N 


FIGURE 11.4. Énergie d’expansion par particule en échelle log-log. 


Solution 11.8 


1. (a) Le nombre de bosons est relié au potentiel chimique par l'équation : 


S ®  2zkdk 
N — 2 TRE me 
(27) Jo BEN) _] 
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(b) 


On pose : 
hk2 
Fm" 
d’où 
S2m [7 dx 





| An hp 0 ze 1 


L'intégrale se calcule en prenant comme variable auxiliaire 4 = e*. On 


trouve : 
re) 
Amp À 
ou encore : ’ 
1 4rN h°B 
l (=) SE. 
°E z S 2m 


Cette équation possède une solution en z, donc en y, pour toute valeur 
de N, car la fonction de 4 du membre de gauche, monotone décroissante, 
prend toutes les valeurs entre 0 (lorsque y est grand et négatif) et -co 
(lorsque y tend vers 0). Le potentiel chimique ne s’annule jamais, et il n’y 
a donc pas de condensation de particules dans l’état k= 0. 


On peut remarquer que cette propriété vient de ce que l’intégrale donnant 
le nombre de particules N diverge en 0. Dans le cas de la boîte à trois 
dimensions, l'intégrale correspondante converge, si bien que le nombre 
de particules pouvant occuper les états k 4 0 sature à la valeur obtenue 
pour 4 = 0. Si l’on augmente le nombre de particules dans la boîte, 
nécessairement elles s'accumulent dans l’état fondamental. 


2. Dans le cas du piège harmonique, les énergies des états du piège sont données 


par 


1 1 
E(ni,2) = fai (mi + >) + A2 (12 + 5) 


où les nombres quantiques #1,n2 prennent les valeurs 0,1,2,3... Le nombre de 
bosons occupant les états excités du piège, à la limite où la somme sur les états 
est remplacée par une intégrale, est donné par : 


1 
(DES 
N = [am léger 


La valeur maximale N°... est obtenue pour y = 0, et l’on a alors: 


1 - 1 
, = 
max — (ho) ik du A Creer 
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2 
Comme à l’Ex. 11.7, on montre que l’intégrale est égale à £(2) = — = 1,645... 


La température critique de condensation pour N bosons est obtenue lorsque 
N=N 


max? soit : 


NS RTE 
7” 6 (ho)? 





Solution 11.9 

1. Les photons ne se conservent pas. Leur nombre, à une température donnée et 
dans un volume donné, est une variable dynamique qui résulte de la minimi- 
sation de l’énergie libre : ge = 0. Cette équation exprime précisément que le 
potentiel chimique des photons est nul. 

2. À l’approximation continue (semi classique) le nombre de micro états dans 
l'intervalle d'énergie considéré est donné par la fonction de partition micro 
canonique, soit 


1 
p(w)dw = 2x =] dp dq = 14 ; an [ p°dp, 
h wE[w,w+dw] h wE[w,w+dw] 


, : ae ho 
où le facteur 2 tient compte de la polarisation et comme ici [pl = —, il reste 
c 


V w? 
— 3 du. 
T° C 


p(w)dw = 
Le nombre de photons AN(L,w) sera obtenu en multipliant cette densité par 
le nombre d'occupation des photons à l’énergie correspondante ; ce qui donne 
bien l’Éq. 11.8 proposée. 
3. Le découplage de la matière et du rayonnement implique que dN(L',w') = 
aN(L, w). La loi d'échelle sur L et w montre que la fonction ne change pas, avec 
une température T’ = T/a. 


4. On trouve pour l'énergie l'expression : 


= L: < 
E [ how 4N(L, w) = ee TL Gé, 
d’où 
_ 4rL 
"7 150 
et é 
Ar L° ,4,3 





S = 
45303 D 
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5. Les lois d’échelles sur L et T impliquent que l’entropie demeure constante au 
cours de l’expansion. 


6. On obtient u(w) en multipliant 4N(w, L) par ñw, ce qu’on a fait pour calculer 


l'énergie : 
(&) _ 
UD) = —— ——. 
nc$ fo _] 
Cette fonction présente un maximum pour une valeur w,, solution de l’équa- 
tion : 


ge Phom = 3 PPum 


7. On en déduit : 
kT 
nd 
8. On trouve numériquement T = 2,725 K. 


9. Si L? varie comme f?, alors la température T varie comme 1/t?/°, puisque le 
produit LT demeure constant au cours de l’expansion. Si t, désigne l’âge de 
l'Univers au moment du découplage et t l’âge actuel, T; la température au 
moment du découplage et T la température actuelle, on a donc: 


t=t 2 L 
d — Ta ) 


soit {4 = 400000 ans. 


Solution 11.10 


1. L’estimation de la durée de vie s'écrit : 


ñ 
At= — 
ÂE 


10e. (11.25) 


pour AE = leV. Rappelons qu'un nucléon traverse le noyau en environ 10722 s. 
A l'échelle de la dynamique nucléaire, ces résonances ont une durée de vie très 
longue. 


2. On a plusieurs dizaines de milliers de résonances par MeV. 
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3. Il est surprenant que les données puissent être analysées à l’aide d’un modèle de 
gaz de Fermi : la matière est un liquide, dont on pourrait penser que ses consti- 
tuants sont fortement interagissants. En fait, l’interaction nucléaire est prise en 
compte dans l’établissement d’un champ moyen, dans lequel les particules se 
déplacent quasi librement. Cette image, qui doit être affinée pour tenir compte 
de l’interaction résiduelle (essentiellement une interaction d’appariement qui 
conduit à la superfluidité nucléaire), est à la base du modèle en couche nucléaire, 
et permet de comprendre l'existence des nombres magiques ?. 

Le paramètre de densité de niveaux est directement relié à la densité d’états 
individuels à l'énergie de Fermi. Or, justement, cette densité d’états n’est pas constante 
à travers la table de masse. Les couches sont constituées de groupes d’états séparés par 
des écarts (gaps). Les noyaux magiques correspondent à des fermetures de couche 
pour lesquelles la densité de niveau diminue brutalement : c’est ce qui explique les 
fluctuations de 4, qui ont lieu précisément pour les noyaux magiques. 


Solution 11.11 
1. L'énergie libre de Gibbs s'écrit : 
G=E-TS+PV 
et sa différentielle : 


dG=dE-T dS-S dT + P dV + V dP. 
dE =T dS-P dV, 


dG = -S$ dT + V dP. 
On en déduit : 


ôG 0G 
S= "ST e et V= SP _ 
En écrivant que les dérivées croisées ne dépendent pas de l’ordre dans lequel 


elles sont prises, on obtient : 


av) __0s 
TP  aPlr' 


% On pourra consulter à ce sujet Le Monde Subatomique, Luc Valentin, Hermann. 
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ei OV ÔS 
1 1 
DE pole = -ÿ Splr 


On est donc ramené, pour étudier a(T'), à étudier la variation de l’entropie avec 
la pression. 


2. La contribution des phonons à l’énergie est donnée par 


V E(k) 


Eh Cr? Be 7 K (11.26) 


Dans le cas des grandes longueurs d’onde, le calcul se calque sur celui des 
photons (sans l’effet de polarisation). On a alors, en désignant par c la vitesse du 


son 
V © ikc Ark? V (KT (© xi 
Ep = —— 2 
pi = | eBñkc _] 272 (ñc)? ‘A PTE a 


* 2 4 KA 2 à < * 2, ù 
L'intégrale vaut & (voir l’appendice mathématique), d’où finalement !° : 





Vr? KT“ 
Eph = 730 mo 


La chaleur spécifique s’obtient à partir de la définition dE = C,;dT. Ici : 


2Vr? KIT® 
Ph 5 5° 


D’où lentropie : 





S = fe dt _2VR KT 
RE PART ET T7 


3. La contribution de la branche rotonique s’obtient en approximant la relation de 
dispersion par une parabole au voisinage du minimum. L’approximation sera 
aussi valable à basse température. 

On remarque également que l’argument de l’exponentiel dans le facteur d’occu- 
pation des bosons (Éq. 11.26) est supérieur à A/KT, soit environ 8 à 1 K, et plus 


19 On a étendu la partie linéaire phonon du spectre à l’infini, alors qu’il aurait fallu la couper au moment 
où elle s’infléchit vers la branche rotonique, ce qui correspond à des énergies de l’ordre de 10 K. A basse 
température, l’approximation est justifiée. 
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à température inférieure. On peut donc négliger le facteur 1 au dénominateur 
de l'intégrale donnant E, Dans ces conditions : 





Be VE (far PR) ut] 
: (2x) 2m* 
00 2 (k-koŸ? 
= 0 h k2dk A+ cu | | 
272? 0B 0 


Une bonne approximation peut être obtenue en remarquant qu’on peut étendre 
la borne inférieure de l’intégrale à moins l'infini. L'intégrale est alors analytique 


et vaut 
2m*7r 
-BA 24 
ME (a+ æ) 


Par dérivation on obtient alors que 


2 Bt RT , m . 3 
He TES a+ F3 (2) GT) +3) 


Comme È reste, même à basse température, de l’ordre de l'unité, on peut 





HT 





négliger le terme en T? de cette expression. 


La contribution de la branche roton à la chaleur spécifique se calcule à partir de 
la relation : 


dE, = C;dT. 


En ne conservant que les termes dominants de E,, on obtient : 


vk k * 2 
C(T) = b [2xm kT| A AN 0 ; CRT. 
27? M RTE RT* 4 


d’où l’entropie, qu’il faut calculer numériquement : S(T) = ds CE. 








. Une augmentation de pression produit deux effets : 


— le liquide devient plus rigide, la vitesse du son augmente, donc C,x — 1/ ci 
diminue, 

— le gap rotonique diminue (tendance à la solidification), donc C, augmente à 
cause du terme exponentiel. 
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La variation de l’entropie avec la température en découle : 

— à basse température, les excitations au voisinage du gap ne sont pas peuplées, 
à cause du facteur exponentiel exp(- Er), seuls comptent les phonons. À 
température constante, l’entropie diminue avec la pression (comme C,), et 
par conséquent le coefficient de dilatation thermique est positif; 

— quand la température augmente, le gap rotonique diminuant, sa contribution 
à l’entropie augmente (comme C;), et cette tendance devient même domi- 
nante : dS/dP devient positif. Il en résulte que «(T) change de signe et devient 
négatif. 


Solution 11.12 


1. Plaçons-nous au voisinage du zéro absolu. L'énergie cinétique est alors d’origine 
purement quantique : elle résulte de la localisation des atomes. Les atomes en 
phase condensée se trouvent à une distance les uns des autres de l’ordre du 
coeur dur ©. La largeur en impulsion se confond avec la racine de l’impulsion 
quadratique moyenne, puisque la valeur moyenne de l’impulsion est nulle. 
D'où : 

h 


Ap=(p)/?= ne (11.27) 


L'énergie cinétique, pour une particule de masse m, s’écrit : 


p? hAr?  (hc) x? 


— = — —— = —. 11.28 
2m 2mdo?  2mc? o? ( ) 





Pour un atome d’hélium-4, dont l'énergie de masse mac? est d'environ 4000 
MeV, on trouve une valeur : 
2 

P_ 2 10K. (11.29) 

2m4 
L'énergie de point zéro est donc du même ordre de grandeur que l’énergie 
potentielle : on conçoit que l’hélium-4 au zéro absolu ne solidifie pas. Pour un 
atome d’hélium-3, l'énergie cinétique est dans le rapport 4/3. Ceci se reflète dans 
le fait qu'un atome d’hélium-3 dans l’hélium-4 n’est lié que par 2,49 K, au lieu 
de 7,15 K pour un atome d’hélium-4. 


2. À la surface du liquide, la densité est plus faible, le confinement également, ce 
qui diminue l'énergie de point zéro. Une poche de potentiel peut ainsi se former. 


3. Soit À l’aire de la surface du liquide. Plaçons les axes x,y parallèlement à la 
surface, l’axe z perpendiculaire à celle-ci. En prenant des conditions aux limites 
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périodiques sur les bords de la surface, les fonctions d’onde individuelles ont la 
forme : 


1 ; 
Pem(XsY;2) = da Y(2) eRextk) (11.30) 


avec les conditions de quantification sur les composantes du moment à deux 
dimensions k : 


2€ 

ke = — avec £=0,+1,+2.. (11.31) 
2 

k, = TT avec m=0 41,42. (11.32) 


La fonction #(z) désigne la fonction d’onde de l’état lié de surface, normalisé à 
l'unité, solution de l'équation : 


ne er 


= + V@W = ep) (11.33) 


et les énergies individuelles sont de la forme : 


h? 
Es = 0 + —k. (11.34) 
2m3 
L'image est donc la suivante : les états forment un disque de Fermi à deux 
dimensions, basé sur l’état lié dans la direction z. La 3ème dimension du système 
est limitée à la largeur de la fonction d’onde ÿ(z). 


. Les données expérimentales montrent deux plateaux, suivis par une évolution 


linéaire en fonction de la couverture en hélium-3. 

À basse température, la structure en plateaux dépend peu de celle-ci. À 250 mK, 
elle est complètement lissée. On interprète ces plateaux comme étant la signature 
d'états de surface bi-dimensionnels. 

La pente de chaque plateau s’interprète comme un effet de masse effective : dans 
leur mouvement, les atomes d’hélium-3 mettent en mouvement les atomes 
d’hélium-4 de la surface (ou, si l’on préfère, génèrent des ondes de surface), et 
cet effet est équivalent à une augmentation de la masse de l’atome d’hélium-3. 


Le fait qu’on observe deux plateaux indique que le potentiel de surface est assez 
attractif pour contenir deux états liés. Sur chaque état lié (dans la direction z) se 
constitue un disque de Fermi, et lorsque la densité augmente (au-delà de - 0,7 
couche atomique), les deux disques de Fermi sont occupés : à basse température, 
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la magnétisation subit alors une quasi-discontinuité, correspondant au fait que 
la densité de niveau à 2d, idéalement, ne dépend pas de la densité. 


Le fait que la magnétisation augmente régulièrement, au-delà d'environ 1,4 
couche atomique d’hélium-3, correspond au fait que les états de surface sont 
saturés, et que les nouveaux états occupés par les atomes s’étendent dans tout le 
film d’hélium-4 : le système devient tri-dimensionnel. 


Cette interprétation est confirmée par les données concernant la contribution 


des fermions à la chaleur spécifique du système !!. 


Solution 11.13 Considérons un gaz de photons contenu dans une enceinte munie d’un 
petit trou de surface dS. Les photons d’énergie ñck s’'échappant de l'enceinte pendant 
l'intervalle de temps dt, avec un angle 9 par rapport à la normale, se trouvent dans un 
volume délimité par l’angle solide 2x sin 046 s'appuyant sur l'élément de surface, et à 
la distance c dt cos 6 de la surface. L'énergie émise par ces photons pendant dt s'écrit 
donc, compte tenu des deux états de polarisation possibles et de la distribution de 


Bose-Einstein : 
cdtcosO2xsin0d8dS  hck 


dE = ————. 
(2x) ebñck _ 1 


D'où la puissance émise par unité de surface, en intégrant sur toutes les valeurs 


possibles de k: 
1 fñckkdk (7? 
L 2 ET e sin 0cos 6040. 
0 — 1 Jo 
En utilisant la valeur de 3 (Voir l’appendice mathématique), cette expression se met 


sous la forme : 
P=0oT", 


avec 
4 
x? k, 
T=——— 
60 ñc2 


Numériquement, on trouve o = 5,67 x 1075 Wmr? K°{. 


11 On pourra se reporter à l’article de revue de R.B. Hallock : The Properties of Multilayer 3He - 4He Mixture 
Films, Prog. Low Temp. Phys., ed. W.P. Halperin, (North Holland, Amsterdam), vol. XIV, ch. 5, 321-443, 
1995. 
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Solution 11.14 


1. La Terre se trouve à une distance d = 150 millions de kilomètres du Soleil. A 
cette distance, chaque mètre-carré reçoit une puissance S donnée par : 


Ps 


*. And?’ 


soit, numériquement, S = 1368 W. 

2. Désignons par R le rayon de la Terre. Elle intercepte l’énergie solaire propor- 
tionnellement à æR? et répartit en moyenne cette énergie sur toute sa surface. 
Chaque mètre-carré de Terre reçoit donc une puissance égale à : 

zR S 


Tr 


4rxR2 4 





soit 342 W. 

3. En l’absence d’atmosphère, l'équilibre radiatif de la Terre s’obtient en écrivant 
que la puissance reçue par la Terre est égale à celle qu’elle rayonne, compte tenu 
de l’albedo de sa surface : s 

(1 A) = ip . 


On trouve ainsi une température T; = 255 K, ou -18° C. 

4. Dans le modèle considéré, aucun rayonnement émis par la Terre ne traverse 
l’atmosphère. Vu depuis l’espace, il n’y a que l’atmosphère qui émette vers 
l'extérieur. Un premier bilan d’équilibre s’obtient en écrivant que ce que le 
système reçoit du Soleil est égal à ce qu’il émet : 


S 
(54) Dot. 


La température d'équilibre de l'atmosphère est la même que la température 
trouvée à la question 1 pour la Terre. La Terre, pour sa part, reçoit le rayonnement 
solaire, non filtré par l’atmosphère, et le rayonnement de l’atmosphère, qui 
rayonne non seulement vers l’espace, mais aussi vers le sol. On a donc: 


S 
(A) +aT4=oT#. 


Il en résulte que la nouvelle température d’équilibre de la Terre est donnée par 
équation : 
S 
2(1-A)2 = œT. 
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Elle est donc 2!/# plus grande que précédemment, et vaut maintenant 255x2//4 
= 303 K, ou 30° C. 


5. Le modèle proposé se traduit par l'équation : 
S 4 4 
(—A)Z +eoT* =oT*. 


Avec e = 0,4 on trouve T = 289,6 K, soit 16, 5°C. Ce modèle, encore très grossier, 
est en meilleur accord avec la valeur empirique. 


6. Imaginons que le rayonnement incident augmente un peu. La fonte des surfaces 
enneigées ou glacées diminue l’albedo de la planète, ce qui entraîne une plus 
grande absorption, et donc une fonte accrue. Dans le cas d’une diminution du 
rayonnement incident, c’est l’inverse : l'augmentation de l’albedo implique une 
diminution accrue du rayonnement absorbé. On voit que l'équilibre radiatif de 
la planète est instable. Il existe deux situations stables : une Terre complètement 
recouverte de glaces, et une Terre dépourvue de toute glace. 


Solution 11.15 La puissance émise P, s'écrit, sous les hypothèses faites : 
P,=EoT:. 
La puissance reçue de l’environnement est : 
Pot, 
Le bilan s’écrit donc, pour une surface de peau S : 
P = ESo(T#-T#) = 4ESo T? AT. 


Pour une température ambiante de 300 K et un AT de 10 K, on trouve, pour E = 0,7, 
P = 86 W. Le métabolisme de base correspond à 11 millions de J par jour, soit une 
puissance d’environ 130 W. Les trois quarts de cette puissance sont donc utilisés pour 
maintenir le corps à température constante. 

Si la température de l’environnement diminue, l’énergie dépensée augmente et peut 
devenir comparable au métabolisme de base. C’est ce qui explique qu’une personne 
tombée à l’eau en pleine mer ne puisse survivre que quelques minutes. 


CHAPITRE 12 


Le nez dans les étoiles 


Solution 12.1 Le nombre de recombinaisons est égal au nombre de protons, soit 


30 
LE 21,340 
L'énergie disponible est donc 

E=1,2X10° x13,6= 1,6 x 10% eV, 
soit 2,6 x 10%? J. Comme L=E/T, on peut calculer 


__2,6x 10% 


= 74x10 =6,5x10!25=2,2X10 ans. 


Cette valeur est incompatible avec l’âge de la Terre, dont les géologues et les paléon- 
tologues, à la fin du 19ème siècle, fixaient déjà à une borne inférieure à plusieurs 
centaines de millions d’années (érosion, dépôts sédimentaires, évolution des espèces). 


Solution 12.2 


1. La masse de gaz qui a donné naissance au Soleil peut être considérée comme 
isolée, donc son énergie se conserve. Si E est son énergie actuelle, une énergie 


—E a donc été rayonnée. L'âge de l’étoile est de l’ordre de : 
E 
T&——. 
L 
Numériquement, on trouve E & —1, 14 X 1041 J, et 7° «9 millions d’années. 


2. Si le rayon diminue de moitié, l'énergie mécanique a varié de : 








3 F1 3 GM 
aB= (Re) 2 Re 
L’intervalle de temps écoulé est donc donné par : 
_ 3 GM 
20 RoL ” 


soit 4,5 millions d’années. C’est bien court! 
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Solution 12.3 Les protons et les électrons sont considérés comme des gaz parfaits. 
À une température donnée, leurs énergies cinétiques sont égales, l'énergie cinétique 
totale est égale au double de l'énergie cinétique des protons, soit -E. La température 
est alors obtenue â partir de la relation : 


3 


où N, désigne le nombre de protons calculé à l’Ex. 12.1 et E l’énergie obtenue à l’Ex. 
12.2. Numériquement, on obtient : 


1, 14 x 10%! 
T = 2" —2,3X 10 K. 
3X1,2X 10°7 x 1,38 x 10-23 
Il s’agit là d’une température moyenne sur tout le volume de l'étoile. Au centre, la 
température est plutôt de l’ordre de 10 à 15 millions de degrés. À cette température, les 
protons ont une énergie de l’ordre du keV. 


Remarques : 


1. Cette énergie, bien supérieure à l'énergie de liaison de l’atome d’hydrogène, est 
donc cohérente avec l'hypothèse du plasma. 


2. Notons que si l'énergie de l'étoile augmente, son rayon augmente également, et 
cette augmentation adiabatique de volume tend à refroidir le gaz. Autrement dit, 
le rapport dE/4T (la chaleur spécifique) est négatif! L'équilibre gravitationnel 
d’une étoile est donc stable. Si, localement, les réactions nucléaires s’emballent, 
la thermalisation de l'énergie produite va engendrer une dilatation de l'étoile 
qui s'oppose à cet emballement. 


Solution 12.4 On peut faire le calcul comme à l’Ex. 12.1. Mais il est plus simple de 
remarquer qu’on a quatre fois moins de noyaux d’hélium que de protons, et qu’ils ont 
26.7 x 10$ 


fourni DT fois plus d'énergie. Le temps trouvé pour la combustion chimique 


doit donc être multiplié par + 0.5 x 10$. Soit 100 milliards d’années. En réalité, les 
réactions de fusion n’affectent que la partie centrale du Soleil, et l’on estime qu'environ 
10 pour cent seulement de l’hydrogène sera transformé en hélium. D’où une durée de 
vie de l’ordre de 10 milliards d’années. Le Soleil actuel serait donc à mi-course. 
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Solution 12.5 


1. Dans le référentiel lié au centre de masse des deux noyaux, la particule fic- 
tive qui franchit la barrière par effet tunnel est affectée de la masse réduite 
u = mm/(mi +m). Désignons par r£ la distance des noyaux pour laquelle 
l'énergie E relative est égale au potentiel coulombien. En discrétisant la barrière 
coulombienne, le coefficient de transmission s’écrit comme un produit de fac- 
teurs élémentaires, donc comme l’exponentielle de la somme (lintégrale) des 
facteurs de Gamow élémentaires, soit : 


Lu Pr(zze \° 
G=2 | (z< -i) dr. 


L'intégrale est analytique et l’on trouve : 


| 2u LE E E 
_ 2 
G=2Z12e rap [erccos 7 she) 


2. Le rapport E/V8 est très petit devant 1, puisque, comme nous l'avons vu, E est 
de l’ordre du keV et V3 de l’ordre du MeV. Le crochet est donc proche de x/2, 
d’où le résultat annoncé. 


Solution 12.6 Considérons une particule de type 2, de vitesse v2. Le flux relatif de 
particules de type 1 avec une vitesse comprise dans un volume dv; autour de v; est 
donné, compte tenu de la distribution de Maxwell des vitesses, par : 





mi 3/2 mr? 
nilV1-vl e 7 dv. 
QUE) Eure 1 
B 


Le taux de collisions w(E)dE pour une énergie relative comprise entre E et E + dE 
s'obtient en tenant compte de la section efficace de collision o et en intégrant sur 
toutes les vitesses des particules 1 et 2 dans le domaine D défini par 


Sur) € (E,E+dE). 


Soit 





mi 3/2 M) 3/2 S(E) m] ri +mvà 
E)dE = ——— X — —vle 287 dvidvi (12.1 
w(E) nm) (LE) E fe li-vile 287 dvidv (12.1) 
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On fera le changement de variables qui introduit la vitesse du centre de masse des deux 
noyaux et celle de la particule relative, 


V= V2 Vi], 


MV =mivi + M, 


où M = m1 + m2. Soit [J| le jacobien de cette transformation. Son déterminant vaut 1. 
L'intégrale se calcule alors aisément en remarquant que 


2 2 
M1V; +Mv 1 
TT pt My: 

2 2 
et que 


2E 
v°dv = — dE. 
li 
On trouve alors après intégration sur V et simplification : 


Anim 


_— 
ENT E S(E)e &T dE 


w(E)dE = 


Solution 12.7 Il suffit de multiplier le taux de collision par la probabilité de franchis- 
sement de la barrière tunnel, et d'intégrer sur toutes les valeurs de l’énergie relative 


E: 
Anim f _.J&_E 
= "77 | S(E)e VF WE. 
Gr (ne J SO? 


Le franchissement de la barrière augmente rapidement avec l'énergie, mais le facteur 
de Boltzmann l'emporte quand l’énergie augmente. En conséquence, l’exponentielle 
présente un maximum très prononcé pour la valeur qui annule la dérivée de l’exposant. 
Cette énergie EG a pour expression : 


Ec = (er ERe, 


Sa valeur est intermédiaire entre l’énergie thermique et la barrière coulombienne. 
La méthode du col est indiquée paragraphe 13.2 de l’appendice mathématique. La 
fonction f(E) a ici la forme : 


f(E) = VE +085 
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et une valeur approchée de l'intégrale : 
[ea 


27 fo), 


f''(Ec) 


En négligeant la variation de S(E) autour de EG, on obtient, tous calculs faits : 


est donnée par : 





4(2Eg)1/6 


Ep |” 
7 GP ETPP 


ñ mSEn)e Er 
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1. Pour la réaction de fusion de deux protons, on a Z = Z = 1, u = m/2. 


Calculons Eg par la formule 12.3 de l'énoncé. Le plus simple est de la réécrire 


2 \2 
Eg = Te PAPAS 5) 


pour utiliser la constante de structure fine. On obtient donc 


1 
Ep = 938,3 X 7° —— = 0,493 MeV. 
(137,036)? 


Les deux protons étant indiscernables, un facteur 1/2 doit être introduit dans 
l'expression de w. La densité moyenne de protons dans le Soleil est de 10% m°° 
(obtenu en faisant le rapport de la masse du Soleil à celle d’un proton et au 
volume de la sphère solaire). Au centre du Soleil, on prendra donc cent fois plus : 
m = M = 107 m?, Compte tenu de la valeur de $, en prenant kgT = 1 keV et en 
exprimant masse et énergie en keV, on trouve w = 1,93 x 1014 m° s-!., Comme 
à chaque paire de protons correspond une libération d’énergie de 13 MeV, la 
puissance produite est d'environ 400 W m°, ou encore 5 x 10° W kg”!. 


. Le volume V’ = 4/3rR'° où ont lieu ces réactions nucléaires est tel que 400x V’ = 
L=4 x10%. Le rapport des volumes V’/V vaut environ 0,57 x 107?, soit une 
sphère de rayon 1/11 du rayon de l'étoile. 


318 CHAPITRE 12. LE NEZ DANS LES ÉTOILES 


3. Le métabolisme de base d’un adulte est, en proportion, beaucoup plus considé- 
rable ! En effet, le bol alimentaire journalier de 2800 kcal correspond à environ 
11 millions de Joules, soit une puissance de 130 W. Pour un individu de 80 kg, 
cela fait environ 1,5 W kg”!. 


Solution 12.9 Le nombre de noyaux Ny est donné par le rapport M/mye. Le nombre 
d'électrons est le double de ce nombre (l'étoile est électriquement neutre). D’où la 


densité électronique : 
3 M 


AR Me 





p=2 (12.2) 


et le moment de Fermi : 


kr = Grp)" : 


Solution 12.10 L'énergie gravitationnelle est en 1/R. La dépendance en R de l’énergie 
des électrons se lit dans les termes Vp4/3 et Vo?/3, Comme p est en 1/V, ces deux 
termes sont en 1/R et R respectivement. Tous calculs faits, on trouve : 


3 
œ = =C=4x 107! SI, 


ñc [3 \/3{ 67? \*° 
8 = ele) (ne) 221081 
TT 





7 
2,3 2 
mc 9x 

= —| —— = 3,7 x 10/6 SI, 
7 37h =) 


où l’on a utilisé l’Éq. 12.2 pour p et m est la masse de l’électron. 


Solution 12.11 La minimisation de l’énergie par rapport à R donne: 


+. BM“" -aM? 
Œ yM25 


> 


qui n’a de solution que si 8M“ > aM?. En explicitant toutes les constantes, on 


obtient : 
B 3/2 
M < Mo = (£) é 
a 


Numériquement, on trouve Mo = 3,5 X 10° kg, soit environ 1,7 masse solaire. 
Pour M < Mo, le rayon d’équilibre se met alors sous la forme : 


_ fa 15[, _(M\° 
fu. 


1/2 
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Solution 12.12 
1. Pour une masse M égale à celle du Soleil, on trouve un rayon de 3,5 x 10$ m, un 
nombre d’électrons de 6 x 10° (le double du nombre d’atomes d’hélium) et une 
densité électronique de 3,37 x 10% m”. Le moment de Fermi correspondant 
est de 4,64 X 1012 m°!, d’où fikpc = 1,46 x 107/5 J ou 0.91 MeV. C’est environ le 
double de l’énergie de masse d’un électron. 


2. L'énergie de Fermi er = [n2k2 c? + m?c# est de 1 MeV, ce qui correspond à une 


température de 1,2 x 10/0 K, bien supérieure à la température de l'étoile en fin 
de nucléosynthèse. 

3. Le nombre d’ions est égal à - M soit environ 3 X 10%. Leur pression, donnée 
par pV = NkeT à une mbératuté de 107 K, est de 2,3 x 1020 Pa. Calculons la 
pression quantique = gaz d’ D lorsqu'ils sont ultrarelativistes. Dans ce 


cas,onaP,=}È= À & (37? pe)" (voir Éq. 12.5), soit environ 3,7 x 102? Pa. La 


pression des électrons est plus de cent fois plus grande que celle des ions. 
Solution 12.13 La densité neutronique est donnée par p = avec V = $rR°. 


Le moment de Fermi des neutrons s’en déduit : kr = (322p)!/#, ainsi que l'énergie 
2 


cinétique E, = 2perV, OÙ EF = Sn 
Mn 


Solution 12.14 L'énergie totale est la somme de l’énergie cinétique quantique et de 
l'énergie potentielle gravitationnelle : 


3 h? 3 GM? 
ES Ve 
om 6 R 


Le premier terme est en 1/R?, le second est en 1/R. Soit 





M? M°13 
E=-0— +6 —, 
Fi 7 
avec 
= 3M es 2 Cr) 
5 R 5 2m$/3 \4 


L'énergie est donc minimale pour un rayon obtenu en minimisant l’expression de 
l'énergie par rapport à R. Tous calculs faits, on obtient : 


9m\3 2 1 
RU) or 
4) Gm8 MIS 
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Il est remarquable que le rayon de l’étoile à neutrons soit d’autant plus petit que l’étoile 
est massive. 


Solution 12.15 Pour T = 107 K, on trouve R = 12,3 km, p = 0,15 fm et ep = 55 MeV, 
On a donc kT/er - 1.5 10, et l’approximation de température nulle est donc 
amplement justifiée. 


doit être nulle. D’où 





: ; . ÿ : NS 1 2 GmM 
Solution 12.16 L'énergie mécanique de l’objet, sis 


,_ [EM 
= VV 


Compte tenu de la relation trouvée pour R en fonction de M, on trouve numériquement 
que la vitesse de libération atteint la vitesse de la lumière pour une masse d’environ 3,4 
fois la masse du Soleil. Les étoiles à neutrons de masse supérieure finissent donc en 
trou noir, d’où rien, pas même la lumière, ne peut s’échapper. 


Remarque : Il ne s’agit là que d’un ordre de grandeur. En effet nous avons négligé les 
effets de relativité, restreinte et générale. Il se trouve qu’une approche plus rigoureuse 
confirme le résultat obtenu ici. 


CHAPITRE 13 


Appendice 


Solution 13.1 
Appliquons les règles précédentes (où x(f) est maintenant remplacé par y(x)) ; il 
faut écrire l’équation d’Euler pour la fonction 


YA1+72+244/1+y2. 


Soit ne 
 — 12] — 
É a ](e+0 1+y 0. 


Soit à résoudre l'équation différentielle 


Fret ÿ 
Dre Lo 2] (13.1) 


Il est (assez) naturel de chercher une solution de la forme 





X—X0 
+k= Ccosh ÿ 
y cos GC 





En effet comme 41+y"? = cosh ##, on voit que l’Éq. 13.1 est automatiquement 
satisfaite dès que À = k. D’où 
XX 

Er | 





y= Ccosh 


Écrivons maintenant les conditions aux limites : 
X0 
Ccosh—-1=0, 
C 


a—X, 





Ccosh —À=0. 


On en tire que 2x = 4 et finalement que 


x—a/2 | 





—cosh — 


= C{cosh 
y (cos G 


On a donc obtenu l'équation d’une chaînette. 
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On déterminera C par la contrainte (13.19). Ce qui donne l’équation implicite 
pour C: 


a 
= 2Csinh —. 
1=2Csin C 


Solution 13.2 
Le point fixe x* est solution de l’équation 


(+5) 
x=—[x+-|, 
2 x 


soit x* = a. Comme f’(x*) = 0, ce point fixe est stable, il est donc limite de la suite x, 
quel que soit xo. 

C’est un moyen de calcul extrêmement rapide de /a. Par exemple, pour a = 2, 
en partant de xo = 2, en trois itérations seulement, on a déjà V2 avec une excellente 
précision. 


Solution 13.3 Pour que les x, restent dans intervalle [0,1], on prendra 0 « 1 < 4. Le 
point fixe x* est solution de l'équation 


x=Ax(1-x). 


1 
Soit x* = Î==- On voit facilement en calculant f’(x*) qu’il est stable si À < 3. Si 


3<A<1+ V6, la suite n’est plus convergente, mais les suites paires et impaires le 
sont. Il suffit d'étudier la suite x442 = f[f(xn)] = f 2)(x,) ; on cherche ses points fixes 
et on étudie leur stabilité. Pour des valeurs de 1 supérieures, apparaissent ensuite des 
périodes 4,8,:::,2", 

Pour 1 — 4, il se trouve qu’on peut, par une astuce, exprimer x, comme fonction 
de net x et exhiber le chaos. En effet, posons 


x =sinr0, avec 0<6,<]1, 
l'Ég. 13.32 s'écrit 
sin? 6,41 = 4sin’ 76, cos? 16, = sin? 26, 
qui se résout, à cause des limites de 8, en 


On+1 = 20, mod 1. 
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Soit 
0, = 2"@) mod 1. 


Si on écrit 9 en base 2, le passage n — n+ 1 revient à décaler de un cran vers la gauche 
l'écriture en base 2 de 8,. D’où la sensibilité extrême aux conditions initiales : une 
modification de la nième décimale change complètement la nième itération !. 

Une autre façon de voir est d’écrire 


x = sin?(2"x60), 


puis de tenter de dessiner la fonction x; (8) pour n grand. L’extrême dépendance en 
8 est évidente. 


Commentaire : Cette situation est caractéristique du chaos. Le système est régi par une 
loi très simple 2 (V’Éq. 13.32), mais comme il est humainement impossible de connaître, 
dans un problème réel, toutes les décimales de la condition initiale, on ne peut rien 
prévoir à partir d’un certain rang. 


! Ilen serait évidemment de même dans une écriture à base 10. 
? Voir l’article original « Simple mathematical models with very complicated dynamics », Robert May in 
Nature, Vol. 261, june 10, 1976 
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qui donnera le goût d’en savoir plus » 
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« Si Panalyse de la matière en molécules, atomes, noyaux, etc., a eu bien des succès, 
elle est loin de répondre à elle seule aux questions que nous nous posons sur son 
comportement. Pour la reconstruire à partir de ses constituants, il a fallu développer 
une autre approche. En 1872 Ludwig Boltzmann comprit que l’entropie — concept 
macroscopique — était le résultat de la distribution statistique des configurations 
moléculaires microscopiques. Moment historique où le lien entre la constitution et le 
comportement s’établissait. 

Le gigantisme du nombre de particules qui constituent le moindre grain de matière 
venant à notre aide, on remplace un calcul détaillé par des probabilités. 

Les fluctuations statistiques sont, en pratique, éliminées par ce nombre colossal auquel 
Jean Perrin, après l’avoir mesuré en 1909, donna le nom d’Avogadro. 


Ce livre de problèmes est en réalité un vrai cours de physique statistique. Il combine 
des exercices classiques indispensables et d’autres fort originaux. Des appendices 
mathématiques viennent au secours de ceux qui peinent avec la surface de la sphère à 
n dimensions ou le calcul des variations. 


Les auteurs ont apporté toute la richesse issue de leur expérience de chercheurs mais, 
forts de leur connaissance approfondie des difficultés que rencontrent les étudiants 
dans cette discipline, ils ont choisi d’écrire un traité où la physique est abordée par des 
problèmes. » 


Édouard Brézin, de l’Académie des sciences (extraits de la préface) 


En faisant comprendre par des problèmes soigneusement corrigés et longuement 
commentés comment marche la physique statistique, les auteurs s’adressent 
principalement aux étudiants qui sont en troisième année de Licence et en Master de 
physique. 


Hubert Krivine et Jacques Treiner ont effectué leurs travaux de recherche dans le cadre du 
Laboratoire de physique théorique et modèles statistiques de l’université d'Orsay et leur 
enseignement à l’université Pierre et Marie Curie, à Paris. 
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